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Tóm tắt  
Các định lý giới hạn đối với tổng có trọng số các biến ngẫu nhiên phụ thuộc đã nhận được nhiều sự chú ý trong những 

năm gần đây vì tính hữu ích của nó. Trong bài báo này chúng tôi mở rộng kêt quả của Sung sang trọng số ngẫu nhiên và 
áp dụng kết quả thu được vào bài toán ước lượng mô hình hồi quy phi tham số với thiết kế ngẫu nhiên. 

Từ khóa: biến ngẫu nhiên, phụ thuộc âm, luật yếu số lớn, hội tụ theo trung bình 

Abstract 

Limit theorems for weighted sums of random variables have received considerable attention in recent years due to 
their usefulness. In this paper, we extend the result of Sung to the case of randomly weighted sums and apply the obtained 
result to estimators in nonparametric regression with random design. 

Keywords: Random variables, negative quadrant dependence, weak laws of large numbers, convergence in mean 

1. Giới thiệu 

Các định lí giới hạn đối với tổng có trọng số các biến ngẫu nhiên phụ thuộc đã được nhiều tác giả 
nghiên cứu và có nhiều ứng dụng trong thống kê, mô hình toán kinh tế, phân tích hồi quy, phân tích 
hệ thống và lý thuyết điều khiển ngẫu nhiên. Gần đây, Sung [4] đã thu được kết quả sau. 
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Định lí A. Cho ����, �� ≤ � ≤ 	�, 
 ≥ 1
 là một mảng các biến ngẫu nhiên NQD đôi một theo 
hàng và 1 ≤ � < 2. Cho ����, �� ≤ � ≤ 	�, 
 ≥ 1
 là một mảng các biến ngẫu nhiên NQD đôi một 
theo hàng, độc lập với mảng ����
. Giả sử rằng 

(i) sup��� ∑ |���|��|���|������� < +∞, 
(ii) ∑ |���|��|���|�"#|���|�|���|� > %&������ → 0 )ℎ� 
 → ∞ 	ớ� ,ọ� % > 0. 
Khi đó 

/ ���#��� − ����&��

����
→ 0 

trong 1� và do đó hội tụ theo xác suất khi 
 → +∞. 

Trong bài báo này chúng tôi mở rộng kết quả trên sang tổng có trọng số ngẫu nhiên các biến ngẫu 
nhiên phụ thuộc âm đôi một và ứng dụng vào bài toán ước lượng mô hình hồi quy phi tham số với 
thiết kế ngẫu nhiên và sai số ngẫu nhiên là dãy biến ngẫu nhiên phụ thuộc âm đôi một.  

2. Kiến thức chuẩn bị 

Định nghĩa 1. [1] Hai biến ngẫu nhiên X và Y được gọi là phụ thuộc âm (NQD) nếu 4#� ≤ 5, 6 ≤ 7& ≤ 4#� ≤ 5&4#6 ≤ 7& với mọi 5, 7. 
Bổ đề 1. [1] Cho � và 6 là hai biến ngẫu nhiên NQD. Khi đó 

(i) cov#�, 6& ≤ 0. 

(ii) Nếu 8 và 9 là hai hàm số không giảm (hoặc không tăng) thì 8#�& và 9#6& cũng là hai biến 
ngẫu nhiên NQD. 

Từ (i) ta có ngay Bổ đề sau. 

Bổ đề 2. [4] Cho ���; 
 ≥ 1
 là dãy các biến ngẫu nhiên NQD đôi một với kì vọng bằng 0 và 
phương sai hữu hạn. Khi đó 

� ;</ ��
�

��� <=> ≤ / �#|��|=&�
��� . 

Tương tự Bổ đề 1 của Chen và các cộng sự [1], ta có bổ đề sau. 

Bổ đề 3. Cho ���; 
 ≥ 1
 là dãy biến ngẫu nhiên NQD đôi một không âm và �6�; 
 ≥ 1
 là dãy 
biến ngẫu nhiên NQD đôi một. Giả sử ���; 
 ≥ 1
 và �6�; 
 ≥ 1
 độc lập với nhau. Khi đó ���6�; 
 ≥ 1
 cũng là dãy biến ngẫu nhiên NQD đôi một. 

Chứng minh. Để chứng minh bổ đề này chúng tôi sử dụng kỹ thuật chứng minh của Chen và các 
cộng sự [1]. 

Với ? ≥ 0, @ ≥ 0 và � ≠ B, ta có 

    4C��6� ≤ ?, �D6D ≤ @E = G. . . G "C5�7� ≤ ?, 5D7D ≤ @EHIJK,JL,MK,MLC5�, 5D , 7�, 7DE 

    = G. . . G "C5�7� ≤ ?, 5D7D ≤ @EHIJK,JLC5�, 5DEIMK,MLC7� , 7DE 

    = G. . . G 4C5�6� ≤ ?, 5D6D ≤ @EHIJK,JLC5� , 5DE 
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    ≤ G. . . G 4#5�6� ≤ ?&4C5D6D ≤ @EHIJK,JLC5�, 5DE 

    ≤ � NIMK#?|��&IMLC@O�DEP ≤ � QIMK#?|��&R � NIMLC@O�DEP     
   = ∬ "#5�7� ≤ ?&HIMK#7�&HIJK#5�& ∬ "C5D7D ≤ @EHIMLC7DEHIJLC5DE 

   = ∬ "#5�7� ≤ ?&HIJK,MK#5�, 7�& ∬ "C5D7D ≤ @EHIJL,MLC5D , 7DE 

  = 4#��6� ≤ ?&4C�D6D ≤ @E,  
trong đó kí hiệu FM#t|X& là hàm phân phối xác suất của biến ngẫu nhiên  6 với điều kiện �. 

Bổ đề được chứng minh. 

Sau đây chúng tôi xét ���, 
 ≥ 1
 và ���, 
 ≥ 1
 là hai dãy các số nguyên (không nhất thiết phải 
là số dương) sao cho 	� > ��∀
 ≥ 1 và 	� − �� → +∞ khi 
 → +∞. 

Định nghĩa 2. Giả sử ����, �� ≤ � ≤ 	�, 
 ≥ 1
 là một mảng các biến ngẫu nhiên và �W��, �� ≤ � ≤ 	�, 
 ≥ 1
 là một mảng các biến ngẫu nhiên với ∑ �|W��|������ ≤ X với mọi 
 ∈ Z và 
một hằng số X > 0. Giả sử thêm rằng �ℎ#
&, 
 ≥ 1
 là một dãy tăng của các hằng số dương sao cho ℎ#
& ↑ ∞ khi 
 ↑ ∞. Mảng ����, �� ≤ � ≤ 	�, 
 ≥ 1
 được gọi là ℎ-khả tích đối với �W��
 nếu 

sup��� ∑ �|W�����|������ < +∞  và  lim�→_ ∑ �|W�����|"C|���| > ℎ#
&E������ = 0. 

Định nghĩa 3. Cho �)�, 
 ≥ 1
 là một dãy các số dương sao cho )� → ∞ khi 
 → ∞. Cho ����, �� ≤ � ≤	�, 
 ≥ 1
 là một mảng các biến ngẫu nhiên và � > 0. Giả sử thêm rằng �ℎ#
&, 
 ≥ 1
 
là một dãy tăng của các hằng số dương sao cho ℎ#
& ↑ ∞ khi 
 ↑ ∞. Mảng ����
 được gọi là ℎ-khả 
tích với số mũ � nếu 

sup���
�̀
� ∑ �|���|������� < +∞  và  lim�→_ �̀

� ∑ �|���|�"C|���|� > ℎ#
&E������ = 0 . 

3. Kết quả nghiên cứu 

Định lí 1. Cho ����, �� ≤ � ≤ 	�, 
 ≥ 1
 là một mảng các biến ngẫu nhiên NQD đôi một theo 
hàng và 1 ≤ � < 2. Cho �W��, �� ≤ � ≤ 	�, 
 ≥ 1
 là một mảng các biến ngẫu nhiên NQD đôi một 
theo hàng, độc lập với mảng ����
. Giả sử rằng 

(i) sup��� ∑ �|W�����|������� < +∞, 
(ii) ∑ �|W�����|�"##�|W��|&�|���|� > ϵ&������ → 0 )ℎ� 
 → ∞ 	ớ� ,ọ� ϵ > 0. 
Khi đó 

/ W��#��� − ����&��

����
→ 0 

trong 1� và do đó hội tụ theo xác suất khi 
 → ∞. 

Chứng minh. Vì W�� = W��b − W��c  nên không mất tính tổng quát, ta giả sử W�� ≥ 0 hầu chắc chắn 
(h.c.c) với mọi � và 
. Đặt ��� = �W��, )� = 1/ sup��e�e�� ���� . Với �� ≤ � ≤ 	� và 
 ≥ 1, ta đặt 

6�� = )��/�W�����"#)��/����|���| ≤ ?�/�& +?�/�"C)��/������� > ?�/�E − ?�/�"C)��/������� < −?�/�E, f�� = C)��/�W����� − ?�/�E"#)��/������� > ?�/�& 
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+C)��/�W����� + ?�/�E"C)��/������� < −?�/�E. 
Khi đó, 6�� + f�� = )��/�W����� và áp dụng Bổ đề 1 ta được �6��, �� ≤ � ≤ 	�, 
 ≥ 1
 cùng với �f��, �� ≤ � ≤ 	�, 
 ≥ 1
 là các mảng biến ngẫu nhiên NQD đôi một theo từng hàng. Với % > 0 bất 

kỳ, không mất tính tổng quát, ta giả sử rằng 0 < % < 1. Khi đó 

� g / W��#��� − ����&��

����
g

�
= )�c� h 4_

i ;g / )��/�W��#��� − ����&��

����
g

�
> ?> H? 

≤ % + )�c� h 4_
`�j ;g / )��/�W��#��� − ����&��

����
g

�
> ?> H? 

≤ % + )�c� h 4_
`�j ;g / #f�� − �f��&��

����
g > ?�/� 2⁄ > H? 

+)�c� h 4_
`�j ;g / #6�� − �6��&��

����
g > ?�/� 2⁄ > H? 

= % + "� + "=. 
Do |f��| ≤ )��/�W��|���|"C)��/����|���| > ?�/�E + )��/����|���|"C)��/����|���| > ?�/�E và giả 

thiết (ii), ta có 

supl�`�j g?c�/� / �f��
��

����
g ≤ supl�`�j ?c�/� / �|f��|��

����
 

≤ supl�`�j ?c�/� 2 / )��/��|W�����|"C)��/����|���| > ?�/�E��

����
 

≤ 2%c�/� / �|W�����|"C���|���| > %�/�E��

����
 

≤ 2%c� / �|W�����|�"#���� |���|� > %&��

����
→ 0. 

Do đó, tồn tại một số nguyên Z sao cho 

supl�`�j g?c�� / �f��
��

����
g ≤ 14           nếu 
 > Z. 

Từ G 4#|�| > ?&_p H? ≤ �|�|"#|�| > �&, ta có với mọi 
 > Z, 

"� ≤ )�c� h 4_
`�j ;g / f��

��

����
g + g / �f��

��

����
g > ?�/� 2⁄ > H? 

≤ )�c� h 4_
`�j ;g / f��

��

����
g > ?�/� 4⁄ > H? 
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≤ )�c� / h 4_
`�j

��

����
C)��/����|���| > ?�/�EH? 

≤ / ���� �|���|�"#���� |���|� > %&.��

����
 

Để có bất đẳng thức thứ ba ta sử dụng tính chất sau: 

qg / f��
��

����
g > ?�/� 4⁄ r ⊂ t u)��/����|���| > ?�/�v.��

����
 

Thật vậy, nếu w không thuộc vế bên phải thì )��/����|���| ≤ ?�/� với mọi �� ≤ � ≤ 	�, do đó f�� = 0 với mọi �� ≤ � ≤ 	�, điều này dẫn đến w không thuộc vế bên trái. 

Do đó "� → 0 khi 
 → ∞ theo (ii). 

Bây giờ ta ước lượng "=. Vì �6��, �� ≤ � ≤ 	�
 là các biến ngẫu nhiên NQD đôi một nên áp dụng 
Bổ đề 2 và bất đẳng thức tam giác ta có 

"= ≤ 4)�c� h ?c=/�� g / #6�� − �6��&��

����
g

=_
`�j H? 

≤ 8)�c� h ?c=/�_
`�j / �|6��|=��

����
H? 

= 8)�c� / h 4_
`�j

��

����
C)��/����|���| > ?�/�EH? 

+8)�c� / h ?c=/�)�=/����= �|���|="C)��/����|���| ≤ #)�%&�/�EH?_
`�j

��

����
 

+8)�c� / h ?c=/�)�=/����= �|���|="C#)�%&�/� < )��/����|���| ≤ ?�/�E_
`�j

��

����
H? 

= "y + "z + "{. 

với "y, tương tự chứng minh "� ta có 

"y ≤ 8 / �|W�����|�"#���� |���|� > %&��

����
→ 0. 

với "z, vì 0 < % < 1 nên ta có 

"z = 8�2 − � %c=/�b� / ���= �|���|="#���� |���|� ≤ %&��

����
 

= 8�2 − � %c=/�b� / ���= �|���|="#���� |���|� ≤ %=&��

����
 

+ 8�2 − � %c=/�b� / ���= �|���|="#%= < ���� |���|� ≤ %&��

����
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≤ 8�2 − � %=/�c� / ���� �|���|�"#���� |���|� ≤ %=&��

����
 

+ 8�2 − � / ���� �|���|�"#%= < ���� |���|� ≤ %&��

����
 

≤ 8�2 − � %=/�c� sup��� / ���� �|���|� + 4�2 − � / ���� �|���|�"#���� |���|� > %=&��

����

��

����
 

→ 8�2 − � %=/�c� sup��� / �|W�����|�.��

����
 

Từ  

h ?c=/�`�j#Db�&
`�jD H? ≤ )�c=/�b�%c=/�b� Bc=/� 

và 

/ Bc=/�b_
D�| ≤ ,c=/� + h ?c=/�b_

| H? ≤ #1 + � #2 − �&⁄ &,c=/�b� ≤ 22 − � ##, + 1& 2⁄ &c=/�b� 

chúng ta có được 

"{ = 8)�c� / / h ?c=/�)�=/����= �|���|="C#)�%&�/� < )��/����|���| ≤ ?�/�E`�j#Db�&
`�jD

_
D��

��

����
H? 

≤ 8)�=/�c� / / ���= �|���|=" Q#)�%&�/� < )��/����|���| ≤ C)�%#B + 1&E�/�R_
D��

��

����
h ?c=/�`�j#Db�&

`�jD H? 

≤ 8%c=/�b�)�=/�c� / / / }���= �|���|=" Q#)�%,&�/� < )��/����|���| ≤ C)�%#, + 1&E�/�RD
|��

b_
D��

��

����× )c=/�b�Bc=/�� 
= 8%c=/�b�)�c� / / �)�=/����= �|���|=" Q#)�%,&�/� < )��/����|���| ≤ C)�%#, + 1&E�/�Rb_

|��
��

����
× )�c=/�b� × / Bc=/�b_

D�| � 

≤ 8%c=/�b�)�c� / / �)����� �|���|�" Q#)�%,&�/� < )��/����|���| ≤ C)�%#, + 1&E�/�Rb_
|��

��

����× C)�%#, + 1&E#=c�&/�)�c=/�b� 22 − � N, + 12 Pc=/�b�� 

= 82 − � 2=/�c� / �|W�����|�"#���� |���|� > %& → 0��

����
. 
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Do đó, 

lim�→_ sup � g / W��#��� − ����&��

����
g

�
≤ % + 8�2 − � %=/�c� sup��� / �|W�����|�.��

����
 

Do điều kiện (i) nên cho ϵ → 0 ta được điều phải chứng minh.   

Áp dụng Định lí 1, ta có thể suy ra các Hệ quả 1-2. 

Hệ quả 1. Cho 1 ≤ � < 2, ����, �� ≤ � ≤ 	�, 
 ≥ 1
  là một mảng các biến ngẫu nhiên NQD đôi 
một theo từng hàng và ℎ-khả tích với số mũ r và cho �W�� , �� ≤ � ≤ 	�, 
 ≥ 1
 là một mảng các biến 
ngẫu nhiên độc lập với mảng ����
, thỏa mãn các điều kiện �����e�e�� �|W��|� → 0 khi 
 → ∞, )� =
1/ �����e�e�� �|W��|� , 0 < ℎ#
& ↑  ∞, và ℎ#
&/)� → 0.Khi đó 

/ W��#��� − ����&��

����
→ 0 

trong 1� và do đó hội tụ theo xác suất khi 
 → ∞. 

Chứng minh. Ta sẽ kiểm tra hai điều kiện (i) và (ii) của Định lí 1. 

Từ điều kiện thứ nhất của h-khả tích với số mũ �, ta có 

sup��� ∑ �|W�����|������� ≤ sup��� sup��e�e�� �|W��|� ∑ �|���|������� = sup���
�̀
� ∑ �|���|������� < +∞. 

Do đó điều kiện (i) của Định lí 1 được thỏa mãn. Vì ℎ#
&/)� → 0, tồn tại một số nguyên Z sao 
cho ℎ#
& < )� nếu 
 > Z. Với 
 > Z, 

/ ���

����
|W�����|� ⋅ "##�|W��|&�|���|� > ε& ≤ sup��e�e�� � |W��|� / ���

����
|���|� ⋅ "#|���|� > )�ε& 

= 1)� / ���

����
|���|� ⋅ "#|���|� > )�ε& 

≤ 1)� / ���

����
|���|� ⋅ "C|���|� > ℎ#
&E → 0 

do điều kiện thứ hai của ℎ-khả tích với số mũ �. Như vậy, điều kiện (ii) của Định lí 1 được thỏa mãn.  

Lấy W�� = )�c�/� (h.c.c.) với �� ≤ � ≤ 	� và 
 ≥ 1 trong Hệ quả 1, ta ngay lập tức thu được hệ 
quả sau. 

Hệ quả 2. Cho 1 ≤ � < 2,  ����, �� ≤ � ≤ 	�, 
 ≥ 1
 là một mảng các biến ngẫu nhiên NQD đôi 
một theo từng hàng và ℎ-khả tích với số mũ r, )� → +∞, 0 < ℎ#
& ↑ ∞, và ℎ#
&/)� → 0. Khi đó ∑ #��� − ����&������ )��/� → 0 

trong 1� và do đó hội tụ theo xác suất khi 
 → ∞. 
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4. Ứng dụng 

Trong phần này chúng tôi trình bày ứng dụng Định lí 1 vào ước lượng mô hình hồi quy phi tham 
số. Xét mô hình hồi quy phi tham số với thiết kế ngẫu nhiên 6�� = 8#���& + ε�� ,  1 ≤ � ≤ 
,     (3.1) 

trong đó ��� là các điểm thiết kế ngẫu nhiên với giá trị thuộc tập compact W ⊂  ℝᵈ, ��� là các sai số 
ngẫu nhiên sao cho #���, ��=, … , ���& có cùng phân phối xác suất với #��, �=, … , ��& với mọi 
 ≥  1. 
Hàm ước lượng hồi quy phi tham số của f(x) được định nghĩa bởi: 

8�� #5& = ∑ ���#5&6������ ,       

trong đó ���#5& = ���#5, ���, … , ���& là các hàm trọng số ngẫu nhiên phụ thuộc vào 5, ���, … , ���. 
Để thiết lập sự hội tụ trong giá trị trung bình cho ước lượng có trọng số ngẫu nhiên 8�� #5& trong 

mô hình hồi quy phi tham số với sai số ngẫu nhiên phụ thuộc âm đôi một với thiết kế ngẫu nhiên, các 
giả thiết sau đây về hàm trọng số ���#5& sẽ được sử dụng: với mọi 5 ∈  W, #W�& �|∑ ���#5&���� − 1| = �#1&;  #W=& ∑ ����� |���#5&| = �#1&;  #Wy& ∑ |���#5&||8#���& − 8#5&|���� ⋅ "#||��� − 5|| > �& → 0  trong 1� với mọi � > 0.  

Dựa trên các giả thiết ở trên, chúng tôi trình bày kết quả sau về hội tụ theo trung bình của hàm ước 
lượng hồi quy phi tham số 8�� #5& bằng cách áp dụng Định lí 1. 

Định lí 2. Trong mô hình (3.1), giả sử rằng ��,  ��; 
 ≥  1
 là một dãy các biến ngẫu nhiên NQD 
đôi một, có cùng phân phối xác suất, kỳ vọng bằng 0 và phương sai hữu hạn. Nếu ����, 1 ≤ � ≤
, 
 ≥ 1
 là mảng các biến ngẫu nhiên NQD đôi một theo hàng, độc lập với ���, 
 ≥ 1
 và tồn tại 1 ≤ � < 2 sao cho ∑ �|���|����� → 0 khi 
 → ∞    (3.2) 

thì với mọi 5 ∈ �#8&, 8�� #5& → 8#5& trong 1� khi 
 → ∞. 
trong đó �#8& là tập các điểm liên tục của hàm 8#5& trên tập A. 

Chứng minh. Với mọi 5 ∈  W, rõ ràng là 

8�� #5& − 8#5& = / ���#5&ε��
�

��� + �/ ���#5&8#���&�
��� − 8#5&�. 

Ta có sup��� ∑ �|���%��|�������  ≤ �|%|� sup��� ∑ �|���|������� < +∞ (do (3.2) và �|%|= < +∞). 

Do đó điều kiện (i) của Định lí 1 thỏa mãn. Tiếp theo ta kiểm tra điều kiện (ii). Đặt � = sup��� ,�5�e�e�#�|���|&� < +∞. Với mọi % > 0, 
 ∑ �|������|�"##�|���|&�|���|� > ϵ&������  



H.H.Nguyên Bảo, N.Bảo Nhi, P.Văn Dược / Tạp chí Khoa học và Công nghệ Đại học Duy Tân 01(74) (2026) 29-38 37 

≤ �|%|�"#�|%|� > ϵ& / �|���|���

����
≤ X�|%|�"#�|%|� > ϵ& → 0 )ℎ� 
 → +∞. 

Áp dụng Định lí 1 ta được 

/ ���#5&ε��
�

��� → 0 trong 1� khi 
 → +∞. 
Do đó, để hoàn tất chứng minh, ta cần chỉ ra rằng 

/ ���#5&�8#���& − 8#5&��
��� → 0 trong 1� khi 
 → +∞. 

Vì 5 ∈ �#8&, với mọi ϵ >  0, tồn tại � >  0 sao cho |8#5�& − 8#5&| < ϵ với mọi 5� ∈ W và ‖5� − 5‖ < �. Nếu ta chọn � ∈ #0, �&, thì ta có 

</ ���#5&8#���&�
��� − 8#5&< 

≤ /|���#5&||8#���& − 8#5&|"#||��� − 5|| ≤ �&�
���                        

 + /|���#5&||8#���& − 8#5&|"#||��� − 5|| > �&�
���  

 + </ ���#5&�
��� − 1< |8#5&|                                            

  ≤ ϵ /|���#5&|�
��� + /|���#5&||8#���& − 8#5&|"#||��� − 5|| > �&�

���  

                + </ ���#5&�
��� − 1< |8#5&| → 0 trong 1� khi 
 → +∞ sau đó cho ε → 0. 

Do đó, |∑ ���#5&8#���&���� − 8#5&| → 0 trong 1� khi 
 → ∞. Chứng minh được chứng minh.  

Với mỗi 5 ∈  W, ta sắp xếp lại mẫu số liệu #��, 6�&, … , #�ₙ, 6ₙ& theo thứ tự tăng dần của ‖�ᵢ − 5‖. 
Chuỗi dữ liệu đã sắp xếp lại được ký hiệu là 

Q�#�,�&#5&, 6#�,�&#5&R , … , Q�#�,�&#5&, 6#�,�&#5&R 

Hoặc C�#�,�&, 6#�,�&E, … , C�#�,�&, 6#�,�&E, 
Đặt �#5&  =  �� ∶  5ᵢ là một trong )ₙ giá trị gần 5 nhất
. 
Ước lượng hàm hồi quy )-NN được xác định bởi 

8�� #5& = / ����#5&6�,�
���  
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trong đó 

����#5& = q 1)� nếu � ∈ �#5&,
0  nếu ngược lại. 

Hệ quả 3. Trong mô hình (3.1), giả sử rằng ��, ���; 
 ≥ 1
 là một dãy các biến ngẫu nhiên NQD 
đôi một và có cùng phân phối xác suất với kỳ vọng bằng 0 và phương sai hữu hạn. Giả sử rằng 8 là  
hàm số liên tục trên W, ����, 1 ≤  � ≤  

 và ���, 
 ≥  1
 độc lập với nhau. Nếu )ₙ →  ∞ và )ₙ / 
 →  0 khi 
 →  ∞, thì với mọi 5 ∈  W, hàm ước lượng hồi quy )-NN 

8�� #5& = / ����#5&6�
�

��� → 8#5& 

trong 1¹ khi 
 →  +∞. 

Chứng minh. Dũng và Sơn [2] đã chỉ ra rằng �����#5&, 1 ≤ � ≤ 
, 
 ≥ 1
 là mảng biến ngẫu nhiên 
NQD đôi một theo hàng. Vì  ∑ ����#5&���� = 1 nên các điều kiện (A1) và (A2) thỏa mãn. Với 1 < � <  2, 

/ �O����#5&O��
��� = 1)��c� → 0 khi n → +∞. 

Do đó điều kiện (3.3) thỏa mãn. Cuối cùng ta cần kiểm tra điều kiện (A3). Vì 8 là hàm liên tục 
trên tập compact A nên bị chặn trên A, do đó ta có 

/O����#5&O|8#���& − 8#5&|"#||��� − 5|| > �& ≤ CIC||�`�,� − 5|| > �E�
��� . 

Do đó, lấy kì vọng hai về và theo Bổ đề 6.1 trong [3], ta có 

/ � QO����#5&O|8#���& − 8#5&|"#||��� − 5|| > �&R�
��� ≤ C4C||�`�,� − 5|| > �E → 0. 

Hệ quả được chứng minh. 

5. Kết luận 

Chúng tôi đã thiết lập được luật yếu số lớn đối với tổng có trọng số ngẫu nhiên các biến ngẫu nhiên 
phụ thuộc âm đôi một và ứng dụng vào ước lượng mô hình hồi quy phi tham số.  
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