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Tém tit
Cac dinh ly gi6i han dbi v6i tong c6 trong sb cac bién ngau nhién phu thudc da nhan dugc nhiéu sy chu y trong nhimng

nam gan day vi tinh hiru ich cua n6. Trong bai bao nay chung toi mo rong két qua cua Sung sang trong s6 ngau nhién va
ap dung két qua thu duoc vao bai toan wéc lugng méd hinh hdi quy phi tham s véi thiét ké ngau nhién.

Tir khéa: bién ngau nhién, phy thudc am, luat yéu s6 16n, hdi tu theo trung binh
Abstract

Limit theorems for weighted sums of random variables have received considerable attention in recent years due to
their usefulness. In this paper, we extend the result of Sung to the case of randomly weighted sums and apply the obtained
result to estimators in nonparametric regression with random design.
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1. Giéi thi¢u

Céc dinh 1i gii han dbi véi tong co trong sb cac bién ngau nhién phuy thude di duoc nhidu tac gia
nghién ctru va c¢6 nhiéu tmg dung trong thong ké, mo hinh toan kinh té, phan tich hdi quy, phan tich
hé thong va 1y thuyét diéu khién ngau nhién. Gan day, Sung [4] di thu duoc két qua sau.
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Pinh li A. Cho {X,,;,u,, <i < v,,n > 1} 1a mot mang cac bién ngau nhién NQD d6i mot theo
hang va 1 <7 < 2. Cho {a,;, u, <i < v,,n = 1} 1a mot mang cac bién ngiu nhién NQD d6i mot

theo hang, ddc lap voi mang {X,,;}. Gia st rang

() sup B2, lan " EXpul” < +oo,
(i) X2, |anil "E1X il "I(ani|"|Xnil" > €) = 0 khin — oo véimoi € > 0.

Khi do

Un

Z ani(Xni - EXni) -0

i=uy
trong L va do do hoi tu theo xac sudt khin — 4oo.

Trong bai bao niy ching t6i mo rong két qua trén sang tong c6 trong sd ngiu nhién cac bién ngau
nhién phy thudc 4m d6i mot va ung dung vao bai toan udc lwong mod hinh hdi quy phi tham sb véi
thiét ké ngau nhién va sai s6 ngiu nhién 1a diy bién ngiu nhién phy thudc 4m d6i mot.

2. Kién thirc chuén bi
Pinh nghia 1. [1] Hai bién ngiu nhién X va Y duoc goi 1a phu thudéc am (NQD) néu
PX<x,Y<y)<PX <x)P(Y <y)véimoix,y.

B6 dé 1. [1] Cho X va Y 1 hai bién ngau nhién NQD. Khi d6

(i) cov(X,Y) < 0.

(ii) Néu f va g 1a hai ham sb khong giam (hodc khong ting) thi £(X) va g(Y) ciing 1a hai bién
ngau nhién NQD.

T (i) ta co ngay B dé sau.

B6 d@é 2. [4] Cho {X,;n > 1} la diy cac bién ngau nhién NQD d6i mot véi ki vong bang 0 va
phuong sai hitru han. Khi do

n
2%
i=1

Tuong tu B6 dé 1 cua Chen va céc cong sy [1], ta co bo dé sau.

Bo d@é 3. Cho {X,;;n > 1} 1a diy bién ngau nhién NQD d6i mot khong am va {Y,;n > 1} 1a day
bién ngiu nhién NQD do6i mot. Gia sir {X,;n > 1} va {Y,;n > 1} doc lap v6i nhau. Khi d6
{X,Y,;n > 1} ciing 1a ddy bién ngiu nhién NQD d6i mot.

2 n
E < ZE(IXL-IZ).

i=1

Chimg minh. Dé chimg minh bd dé nay chung t6i str dung k¥ thut chimg minh ctia Chen va cac
cong su [1].

Voit>0,z=>0vai#j,tacod
P(XY, <t XY, <z)=[...[I(x;y; < t,xy; < z)dFXi,Xj,yi,yj(xi,xj,yi,yj)
= [ [1(xiy; < t,xjy; < z)dFXi,Xj(xi,xj)Fyi,yj(yi,yj)
= [...[P(xY; <t %Y < z)dFXi,Xj(xi,xj)
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< [...JP(xY; < t)P(ijj < z)dFXi,Xj(xl-,xj)
<E (Fyi(thi)ij(lej)> < E (Fy, (t1X)) E <ij(z|xj))
= [[1(x;y; < t)dFYi(yi)dFXi(xi) ffl(xjyj < z)dij(yj)dFXj(xj)
= [[ 1y < OdFy,y, (x, y0) [ 1(xy; < Z)dFXj,Yj(xj:yj)
= P(X;Y; < )P(X;Y; < z),
trong d6 ki hidu Fy (t|X) 12 ham phan phdi xac suat ciia bién ngau nhién Y véi diéu kién X.

B6 dé dugc ching minh.

Sau day chung t6i xét {u,, n > 1} va {u,,n > 1} 14 hai diy cac s6 nguyén (khong nhat thiét phai
1a s6 duong) sao cho v, > u,vn > 1va v, — u, — +oo khin - +oo.

Pinh nghia 2. Gia st {X,;,u, <i<v,n>1} 12 mot mang cic bién ngiu nhién va
{Ani,t‘ln SiSvy,n2 1} 1a mot méng céc bién ngiu nhién véi Yt ElAnil < Cvéimoin €N va
mot hang s0 € > 0. Gia su thém rang {h(n),n > 1} 1a mot day tang cua cac hang so6 duong sao cho
h(n) T oo khin T oo. Mang {X,,;, u,, < i < v, n = 1} duoc goi 13 h-kha tich d6i véi {A,;} néu

sup Zf:u ElAnanil < 4+ va lim Zf:u ElAnani”(le‘l > h(n)) = 0.
nx1 " n-co "

Pinh nghia 3. Cho {k,,n > 1} 1a mot diy cac sd duong sao cho k, — oo khi n — oo. Cho
{XpirUp <1 <vy,n = 1} 1a mot mang cac bién ngéu nhién va r > 0. Gia st thém rang {h(n),n > 1}
14 mot ddy tang cua cac hang s6 duong sao cho h(n) T oo khin T oo. Mang {X,,;} duoc goi 1a h-khd
tich véi s6 mii v néu

sup—Xit, ElXul” <40 va  lim =37 E|Xy " I(1Xnil” > h(n)) = 0.
n=1"n n—0o fn
3. Két qua nghién ciru

Pinh li 1. Cho {X,;,u, <i < v,,n > 1} 13 mot mang cac bién ngiu nhién NQD d6i mot theo
hangva 1 <r < 2.Cho {A,;, u, < i < v,,n > 1} 1a mét mang cac bién ngiu nhién NQD d6i mot
theo hang, ddc lap voi mang {X,,;}. Gia st rang

(i) sup X2, ElAniXnil” < +oo,

nz
(i1) Zi;lunElAnanilrI((ElAni|)r|Xni|r > €) > 0 khin — o0 véimoi € > 0.
Khi do

Un
Z Ani(Xni - EXni) -0

i=uy
trong L va do do hoi tu theo xac sudatkhin — .

Chimg minh. Vi A,; = A}; — Aj,; nén khong mat tinh tong quat, ta gia str A,; = 0 hau chac chin
(h.c.c) véimoi i van. Pata,; = EAp, kp, =1/ sup al;. Véiu, <i<v,van=>1,tadat

Up<iSvp

Yni = krll/rAnaniI(krll/ranilxnil < tl/r)

1" i Xy > tY7) = Y71 (ke @i Xy < —tV7),
1 1

Zni = (kn/rAnani - tl/r)l(kn/ranixni > tl/r)
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(k" AiXs + /) (k" A Xy < —tY7).

Khi d6, Yy; + Zp; = k" ApiXn; va 4p dung Bb @ 1 ta duoc {Y,;, u, < i < vy, n > 1} cing véi
{Zpi» Uy < i < vy, n > 1} 12 cic mang bién ngiu nhién NQD d6i mot theo timg hang. Vi € > 0 bat
ky, khong mat tinh tong quat, ta gia st rang 0 < € < 1. Khi d6

r

Un r Un
E Z Ani(Xni - EXni) = krzlj p Z krll/rAni(Xni - EXni) >t |dt
0

i=upn i=upn
vp r
<e+ky! P Z k}/rAni(Xni —EX, )| >t |dt
kne i=uy
(0] Un
<e+k;? P Z (Zwi —EZ, )| > tY7/2 |dt
kne i=uy
[ee] Un
ko Z Y — EY,)| > 1772 | dt
kn€ i=un
=€ + 11 + 12.

1 1 N
D0 1 Zngl < k" Al il (K" @il Xins] > €97) 4 ey @ X 1 (e i Xons] > €9/7) va g
thiét (ii), ta c6

Un Un
sup |[t~VT Z EZy| < sup t=/r z E|Z,]|
t2kne : tzkne :

i=un i=un

V.

< sup t~ V72 Z k,ll/TElAm-Xm-II(krll/TaniIXni| > t1/7)

tzkne {=u,
Un
< 26_1/r Z ElAnanill(anilxnil > El/r)
i=uy

Un
<267 ) ElAn Xl 1@l Xl > €) = 0.
i=uy

Do do, ton tai mot s6 nguyén N sao cho

Un
1 1 ’
sup trZEZm- <- néun > N.
tzkne = 4
—H“n

Tu faooP(le > t)dt < E|X|I(|X]| > a),tacod vdimoin > N,

Un Un
L<k;'| P Z Znil + Z EZ,| > tY"/2 |dt
kne i=uy i=un
o] Un
<k;'| P Z Zni| > tY7/4 |at
kn€e

i=un
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Un o
< k! Z j P (k}/ranilxnil > t1/m)de
i=uy kne
Un
< Z Ani E| X |1 (an; | Xni|™ > €).
i=upn

Dé c6 bat dang thirc thir ba ta sir dung tinh chét sau:

Un Un
Z Zni > tl/r/4 c U {k,ll/ram-le-l > tl/r}.
i=un i=un

That vdy, néu w khong thudc vé bén phai thi k,ll/ " | X < Y7 voi moi u, < i < v, do d6
Zni = 0 véimoiu, <i < v,, diéunay dan dén w khong thudc vé bén trai.
Do d6 I; = 0 khi n — oo theo (ii).

Bay gio ta u6c lugng I,. Vi {Yy;, u,, < i < v,} 14 cac bién ngau nhién NQD d6i mot nén 4p dung

B6 dé 2 va bat dang thtc tam gidc ta c¢6
2

0 n
L<ak:t| 2 Z (Y. — EY,)| dt
kne€ i=uy
<gk:l| 2 Z E|Y,;|? dt
k"E i=uy
= 8k;;1 Z j P (k" @i Xpi| > £2/7)dt
= kn€e
i=un
Un .
+8k; Z E 212 Q2 E Xt P (KT i Xot] < ()7 )
= kne
i=un
Un -
+8k;* Z j =2 k2T a2 E | X | 21 (k€7 < k" | X | < €17 dit
- kn€e
i=un
=Li+1,+]1s

voi I3, tuong tu chirng minh I ta ¢

<8 ) EldyXol (@ Xnl > € = 0.
i=un
voil,,vi0 < e < 1néntacod
8 <
r
N QB X (@ Xl < €)

i=uy
Un

14:

8r
= N B P Xl < €2)
i=un
8 >
T
oz 7‘6_2/T+1 Z aniE|Xni 21(e? < apil Xpl" < €)

i=u,
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Un
8r
< 5 _ rez/‘r'—l Z a:liEanilrI(a:lilxnilr < 62)
i=uUpn
Un
8r , o ) )
o= 2, Xl 1(€7 < an| Xyl < €)
i=un
Un n
S sup Y Gl + 5 aniE [ Xni|"1(an; [ Xnil" > €2)
B >11) ni ni 51 ni i
- =y i=upn
Un
8r
- > g2/r-1 sup E|Anani|r_
-r nz1
i=un
Tur
kne(j+1)
f t—Z/T dt < k;Z/‘r‘+1E_2/r+1j_2/r
knej
va

400

2
Z JTHT < mTHT 4 f £rde < T+ 1/@2 =m))m /M < o—((m+ 1)/2)72/™
- m

ching ta c6 duoc

[oe)

kne(j+1)
Is = 8k; Z f =2 k2 2B | X |21 ()7 < k" | X s | < €V/7) dit
i= un] 1 knej
d L kne(j+1)
= 8k1i/r ! Z Z aniElxnilzl ((kne)l/r < k'rll/ranianil = (kne(j + 1)) /T)f t_Z/r dt
k

i=uy j=1 ' n€J
Un 400 J

< em2/r+1j 2/ Z Z Z (2B 1Xil 21 (Cenem) V" < et/ il Xl < (kne(m + 1))
i=uy j=1m=1
% k—2/r+1j—2/r]

Un

SAETDY Z K2 a2 1K 21 (e < et | Xoil < (kne(m + 1))

i=up m=

x k;Z/r+1 x Z j_z/r

Un

<8 ey Z Z [k an B X1 ((k em)'/" < kl/ramlxml = (k e(m + 1))1/T)

i=u, m=

_ 2 m + 1 2/7'+1
X (kpe(m + 1))(2 st ( ) l

Fon 2—r\ 2
8 2/r—1 S r r r
= 2 TZ E ElAnanil I(am‘lxnil > 6) - 0.

i=uy
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Do do,
v r
rlll_l)’?o SupE Z Ani(Xni - EXni) 2/r 1 sup Z ElAannllr
i=uy n>1i =uy

Do diéu kién (i) nén cho € — 0 ta dugc diéu phai ching minh.
Ap dung Pinh 1i 1, ta c6 thé suy ra cac Hé qua 1-2.
Héqual.Chol <1 <2, {Xpu, <i<wvy,n =1} ld mét mang cdic bién ngdu nhién NOD déi

mot theo tirng hang va h-kha tich véi s6 mii r va cho {Ap;, U < i < vy, n = 1} ld mét mdng cdc bién

ngau nhién déc ldp voi mang {X,;}, thoa man cdc diéu kién sup E|Ay|" = 0 khin - oo, k, =
Up<I<Vp

1/ sup E|Ay|",0 < h(n) T oo, va h(n)/k, - 0.Khi do

Up<isvp

Z Ani(Xni - EXni) -0

i=uy
trong L va do do hoi tu theo xdc suatkhin — .
Chitng minh. Ta s& kiém tra hai diéu kién (i) va (i) cua Dinh 1i 1.

Tur diéu kién thir nhat caa A-kha tich véi so mii r, ta ¢o

Sull)Z ElAanTlll < sup sup ElATller ElXTlllr Sup Z Eanilr < 400,
nz

nz1 upsisvy n>1

Do d6 diéu kién (i) cua Pinh li 1 dugc théa man. Vi h(n)/k, — 0, ton tai mot s6 nguyén N sao
cho h(n) < k, néun > N.Véin > N,

Un Un

E EAniXnil" - ICE|An D" 1 Xni|" > €) < sup E|Apl" E E [ Xnil" - I X" > kne)
: UpSisvp :

i=un 1=Up

Z E Xl 1(Xil” > ko)

Lun

1 N r r
<= D E Xl - 11Xl > k() - 0

i=un
do diéu kién thir hai ctia h-kha tich véi so mii . Nhu vay, di¢u kién (ii) ciia Pinh 1i 1 dugc thda man.

Léy Ani = k;l/r
qua sau.

(h.cc)voiu, <i<v,van =1 trong H¢ qua 1, ta ngay lap tic thu dugc hé

Héqua2.Chol <7 <2, {Xp,u, <i<vy,n > 1}1d mét mang cdac bién ngau nhién NOD déi
mét theo tirng hang va h-khd tich véi s6 mii r, k, = +,0 < h(n) T o, va h(n) /k,, = 0. Khi dé

Zl‘jzun(xni - EXni)
kl/r

n

—_

trong L7 va do doé héi tu theo xdc sudt khin — .



36 H.H.Nguyén Bao, N.Bdo Nhi, P.Van Duoc / Tap chi Khoa hoc va Cong nghé Pai hoc Duy Tan 01(74) (2026) 29-38

4. Ung dung
Trong phan nay chung toi trinh bay tmg dung Binh li 1 vao udc lugng mo hinh hdi quy phi tham
s0. Xét mo hinh hoi quy phi tham s6 véi thiét ké ngau nhién
Yoi=f(Xn) +&, 1<i<n, (3.1
trong d6 X,,; 1a cac diém thiét ké ngau nhién véi gia tri thudc tip compact A € RY, &,,; 1a cac sai sb
ngau nhién sao cho (&1, €n2, v, Enp) €O cting phan phdi xac sudt voi (g1, &5, ..., €,) VOimoin > 1.
Ham udc lugng hdi quy phi tham sé cua f(x) duge dinh nghia boi:
f‘l\l(x) = ?=1 Wni(x)ynil
trong 46 W,,; (x) = Wy (%, X1, - » X 12 cdc ham trong s ngau nhién phu thudc vao x, X1, ..., Xpn-

Dé thiét 1ap su hoi tu trong gid tri trung binh cho udc lugng co6 trong ) ngﬁu nhién ﬁl(x) trong
mo hinh héi quy phi tham s véi sai s6 ngéu nhién phu thudc am d6i mot véi thiét ké ngau nhién, cac
gia thiét sau day vé ham trong sb W,,;(x) s& duoc st dung: véi moi x € A,

(A1)  EIXi Wipi(0) — 1] = 0(1);

(42) X EWp()|=0(1);

(A3)  Xi=1IWni CONlf Kni) — FCOI - 1(||Xn; — x| > @) = 0 trong L' v6i moi a > 0.

Dua trén cac gia thiét ¢ trén, chung t6i trinh bay két qua sau vé hdi tu theo trung binh ctia ham udc
lwong hdi quy phi tham s f, (x) bang cach ap dung Pinh 1i 1.

Pinh i 2. Trong mé hinh (3.1), gid sir rang {€, g,;n = 1} la mt ddy cdc bién ngdu nhién NOD
déi mét, cé cing phdn phoi xdc sudt, ky vong bang 0 va phwong sai hitu han. Néu {(Wy;,1 < i <
n,n = 1} la mang cdc bién ngau nhién NOD déi mét theo hang, ddc lap véi {e,,n = 1} va ton tai
1 <r < 2saocho

PLEW,|T = 0khin > o (3.2)
thi voi moi x € c(f),
fu(x) = f(x) trong L' khin — oo,
trong dé c(f) la tdp cdc diém lién tuc ciia ham f(x) trén tdp A.

Chung minh. V6imoi x € A, rd rang la

o) = () = ) Wos(ens +

D Walf ) = FGO.

Ta cé

sup Nt ElWnien]" < EIEITsull) Nl EIWni]" < +00 (do (3.2) va E|e]? < +00).
n n

Do d6 diéu kién (i) caa Dinh 1i 1 thoa mén. Tiép theo ta kiém tra diéu kién (ii). Pt ¢ =
supmax (E|Wy,;|)" < 4+o00. Vi moi € > 0,

n=>1 1<isn

X, EWi Xoi " I(E Wi DT 1 Xni]™ > €)
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Un
< Ele|"I(cle]” > €) Z E\W,;|" < CEle|"I(c|e|” > €) » 0 khin — +oo.
i=un

Ap dung Pinh 1i 1 ta dugc

Z Wi (x)€y; — 0 trong L khin — +oo.
i=1

Do @6, dé hoan tat chirmg minh, ta can chi ra rang
n

Z Wi GOLF (Xnt) — F()] = 0 trong L' khi n — +oo.
i=1
Vi x € ¢(f), voi moi € > 0, ton tai & > 0 sao cho |f(x") — f(x)| < e véi moi x' €A va
lx" — x|| < 6. Néu ta chon a € (0,8), thi ta c6

i () f (X)) — f ()

< Z|Wni<x)||f<xm> — FEON(1Xn = x| < @)

+Z|Wm(x)||f<xm) FEON1Xni = 11 > @)

i (%) = 1 [f(x)]

<eZ|Wm(x)|+Z|Wm(x)||fcxm) FEON X = xI1 > )

Z Wit (6) -

Do d6, |[X Wri () f (Xn) — f(x)]| = 0 trong L! khi n — o. Chirng minh dugc ching minh.

1| |f(x)| = 0 trong L! khi n — 400 sau d6 cho £ — 0.

Véimdix € A, tasipxép lai miusd lidu (X1, Y1), ..., (Xp, V) theo tht tu ting dan cua || X; — x||.
Chudi dir liéu da sap xép lai duoc ky hiéu 1a

(Xam G Yam @) s (X (), Yonm ()

(X(l,n)' Y(l,n))' e (X(n.n)' Y(n.n))'

J(x) = {i: x;1a mot trong k,, gia tri gin x nhat}.
U6c lugng ham hoi quy k-NN duoc xéc dinh boi

@) = ) WY,
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trong do

1
- —néui € J(x),
Wni(x) = kn ]( )

0 néu nguoc lai.

H¢ qua 3. Trong mé hinh (3.1), gid sit rang {€, £q; 1 = 1} la mét ddy cdc bién ngau nhién NOD
déi mét va c6 ciing phdn phoi xdc sudt véi ky vong bang 0 va phwong sai hivu han. Gia sir rang f la
ham sé lién tuc trén A, {Xp,1 < i < n} va {eg,,n = 1} déc ldp véi nhau. Néu k, — o va
kn/n — 0khin — oo, thi véi moi x € A, ham wéc heong hoi quy k-NN

@ = ) W@, - £

trong L' khin — +oo.

Chitng minh. Diing va Son [2] d4 chi ra rang {W,;;(x),1 < i < n,n > 1} 1 mang bién ngiu nhién
NQD d6i mot theo hang. Vi Y™, W,,;(x) = 1 nén cac diéu kién (A1) va (A2) théa man. Véi 1 <
r < 2,

n
~ 1
ZE|Wm-(x)|T =i 0 khin = +o0.
n

i=1

Do d6 diéu kién (3.3) thoa man. Cubi cing ta can kiém tra diéu kién (A3). Vi f 1a ham lién tuc
trén tdp compact A nén bi chan trén A, do d6 ta co

D WGl ) = N Xoi = 11 > @) < CI(11Xi = 311 > @),

Do d6, 1y ki vong hai vé va theo B6 dé 6.1 trong [3], ta co

> E (W @If ) = FOH X = 211 > @) < CP(1[Xin = 31| > @) 0.

H¢ qua dugc chung minh.
5. Két lun

Chuing t6i da thiét 1ap duoc luat yéu sb 16n ddi voi tong c6 trong s6 ngiu nhién cac bién ngau nhién
phu thudc 4m do6i mot va tng dung vao udc lugng mé hinh hdi quy phi tham sb.
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