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Tóm tắt  

Trong bài báo này, chúng tôi khảo sát ảnh hưởng của từ trường lên tính chất của tham số trật tự trạng thái ngưng tụ 

của exciton trong hệ bán kim loại. Trong các hệ bán kim loại, hệ điện tử - lỗ trống được mô tả bằng mô hình Falicov 

Kimball mở rộng. Khi có mặt của từ trường, các mức năng lượng của điện tử bị tách theo hiệu ứng Zeeman. Vai trò spin 

của hạt tải vì vậy đóng vai trò quan trọng trong việc hình thành trạng thái ghép cặp điện tử - lỗ trống. Bằng gần đúng 

Hartree-Fock, tham số trật tự trạng thái ngưng tụ exciton có thể được xác định một cách tự hợp. Kết quả tính số khẳng 

định vai trò quan trọng của từ trường trong sự tồn tại của trạng thái ngưng tụ exciton. Khi từ trường đủ lớn, các mức năng 

lượng xung quanh mức Fermi tách đủ xa và tất cả trạng thái ngưng tụ exciton khả dĩ bị phá hủy. 

Từ khóa: trạng thái ngưng tụ exciton; từ trường; mô hình Falicov-Kimball mở rộng; gần đúng Hartree-Fock. 

Abstract 

In the present paper, we investigate the impacts of the magnetic field on the nature of the excitonic condensate order 

parameters in semimetal materials. In the materials, the electron-hole system is described by the extended Falicov-Kimball 

model. In the magnetic field, electronic bands are splitted due to the Zeeman effect. The spin of the carriers thus plays 

important roles in the formation and condensed proccess of the excitons. Using the Hartree-Fock approximation, we self-

consistently find the excitonic condensation order parameters. Numerical results specify the significant roles of the 

magnetic field in the formation and stability of the excitonic condensation. In case of sufficient large values of the 

magnetic field, the electronic energy bands around the Fermi level strongly separate and all possible excitonic condensates 

are supressed. 

Keywords: excitonic condensation state; magnetic field; extended Falicov-Kimball model; Hartree-Fock 

approximation. 
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1. Mở đầu 

Trạng thái ngưng tụ exciton trong các hệ có 

chuyển pha kim loại/bán kim loại được đề xuất 

từ những năm 60 của thế kỷ trước [1,2] nhưng 

tới nay nó vẫn luôn được quan tâm khi đang có 

xu hướng mở ra một kỷ nguyên mới vì những 

ứng dụng lớn trong công nghệ với khả năng tồn 

tại trạng thái ngưng tụ Bose-Einstein ở nhiệt độ 

phòng [3]. Khi tương tác Coulomb giữa điện tử 

và lỗ trống đủ lớn, exciton hình thành. Trong 

điều kiện nhiệt độ đủ thấp, những exciton này có 

thể cùng tồn tại ở một trạng thái lượng tử, hay 

còn gọi là trạng thái ngưng tụ exciton [1,2]. 

Trạng thái ngưng tụ exciton này giống với trạng 

thái siêu dẫn mô tả bởi lý thuyết của Bardeen–

Cooper–Schrieffer (BCS), khi trạng thái siêu 

dẫn được hình thành do sự ngưng tụ của các cặp 

Cooper một trạng thái ghép cặp của các điện tử 

với spin trái chiều [4]. Ở lý thuyết BCS, trạng 

thái siêu dẫn có thể tồn tại miễn cường độ tương 

tác ghép cặp khác không [4]. Điều này hoàn toàn 

khác với trạng thái ngưng tụ exciton trong các hệ 

có chuyển pha bán kim loại, bán dẫn. Ở đó, trạng 

thái ngưng tụ exciton chỉ tồn tại trong một 

khoảng xác định của cường độ tương tác [5,6]. 

Tùy vào cường độ tương tác Coulomb, các 

exciton có thể tồn tại giống như trạng thái siêu 

dẫn của các cặp Cooper khi tương tác yếu hay 

tồn tại giống như các nguyên tử trung hòa khi 

tương tác mạnh. Cũng khác với trạng thái siêu 

dẫn, nơi mà dòng điện tồn tại vĩnh cửu, hay siêu 

dẫn luôn là một chất dẫn điện, thì với trạng thái 

ngưng tụ exciton, hệ không dẫn điện hay là chất 

điện môi vì exciton là một hạt trung hòa về điện. 

Nghiên cứu trạng thái ngưng tụ exciton trong vật 

liệu vì vậy có nhiều điều hấp dẫn, mở ra những 

trạng thái lượng tử thú vị của hệ điện tử tương 

quan [3]. 

Trong hầu hết các nghiên cứu lý thuyết trạng 

thái ngưng tụ exciton, điện tử và lỗ trống luôn 

được xem là những hạt tải không spin để đơn 

giản hóa quá trình khảo sát trạng thái ghép cặp 

[5-9]. Tuy nhiên, trong thực tế, điện tử và lỗ 

trống đều là những hạt có spin bán nguyên. Việc 

ghép cặp giữa các spin cùng hay trái chiều luôn 

cho ta những bức tranh liên kết phức tạp nhưng 

thú vị như đơn tuyến hay tam tuyến. Đặc biệt, 

khi có mặt của từ trường thì spin của hạt tải trong 

việc hình thành các trạng thái ghép cặp giữa các 

điện tử không thể bỏ qua. Trong bài báo này, 

chúng tôi sẽ khảo sát chi tiết ảnh hưởng của từ 

trường lên trạng thái ghép cặp giữa điện tử ở dải 

dẫn và lỗ trống ở dải hóa trị trong các hệ có 

chuyển pha bán dẫn, bán kim loại. Khi có mặt 

của từ trường, dải năng lượng suy biến của điện 

tử bị tách ra theo hiệu ứng Zeeman tùy theo 

hướng spin cùng hay khác với hướng của véctơ 

từ trường. Tương tự, dải năng lượng của lỗ trống 

cũng thế và vì vậy, thay vì hai mức năng lượng 

của điện tử và lỗ trống, khi có mặt của từ trường, 

hệ tồn tại bốn mức năng lượng. Bức tranh ghép 

cặp của điện tử và lỗ trống vị vậy trở nên thú vị 

và phức tạp hơn.  

Để mô tả hệ điện tử-lỗ trống và từ đó xác định 

trạng thái ngưng tụ exciton trong hệ có chuyển 

pha bán kim loại khi có mặt của từ trường chúng 

tôi sử dụng mô hình Falicov-Kimball mở rộng 

khi tính tới spin của hạt tải. Bằng gần đúng 

Hartree-Fock, chúng tôi thu được một 

Hamiltonian có thể chéo hóa. Đó là cơ sở để 

chúng tôi xây dựng hệ phương trình tự hợp cho 

phép xác định tham số trật tự trạng thái ngưng tụ 

exciton. Khảo sát tất cả các trạng thái ghép cặp 

có thể giữa điện tử ở dải dẫn và lỗ trống ở dải 

hóa trị khi có mặt của từ trường, chúng tôi mô tả 

ảnh hưởng của từ trường lên bức tranh ghép cặp. 

Kết quả tính số khẳng định sự tồn tại đồng thời 

cả 4 trạng thái ghép cặp giữa các hướng spin khả 

dĩ của điện tử và lỗ trống khi từ trường nhỏ. Tuy 

nhiên, khi từ trường đủ lớn, tất cả các trạng thái 

ghép cặp bị phá vỡ và hệ không còn ở trạng thái 

ngưng tụ. 

Ngoài phần mở đầu này, phần còn lại của bài 

báo được chia làm 3 phần. Phần 2 trình bày 
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Hamiltonian mô tả hệ điện tử lỗ trống trong từ 

trường và gần đúng Hartree Fock để thu được hệ 

phương trình tự hợp xác định tham số trật tự 

trạng thái ngưng tụ exciton. Phần 3 trình bày kết 

quả tính số, mô tả sự phụ thuộc của tham số trật 

tự trạng thái ngưng tụ vào cường độ từ trường 

ngoài. Cuối cùng là kết luận. 

2. Hamiltonian và gần đúng Hartree-Fock 

Để mô tả hệ điện tử-lỗ trống khi có mặt của 

từ trường ngoài trong các chất có chuyển pha bán 

kim loại, bán dẫn, chúng tôi sử dụng 

Hamiltonian biểu diễn trong bức tranh lượng tử 

hóa thứ cấp. Trong không gian xung lượng, 

Hamiltonian được viết dưới dạng 

, , ' '
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Ở đây, ( )†

 k kc c  và ( )†

 k kf f  tương ứng là 

các toán tử sinh (hủy) của điện tử trên dải dẫn c 

và điện tử trên dải hóa trị f có xung lượng k và 

spin σ. 
,k

c f
 là các hệ thức tán sắc của điện tử 

dẫn và điện tử hóa trị. Trong gần đúng liên kết 

chặt, các hệ thức tán sắc được cho bởi 

( ) ( ) ( )

k k

c f c f c ft   = − −
                        (2) 

trong đó, ( ) c f  là các năng lượng trên một nút 

của điện tử c (f). Sự khác nhau của các năng 

lượng trên nút    = −c f  cho ta mức độ xen 

phủ của hai dải hóa trị và dải dẫn khi chưa có 

tương tác và từ trường. 
ct  và ft lần lượt là các 

tích phân nhảy nút của điện tử dẫn và điện tử hóa 

trị. Ta xét trường hợp = −f ct t  như một ví dụ 

điển hình khảo sát trạng thái ghép cặp giữa điện 

tử dẫn và điện tử hóa trị và không mất tính tổng 

quát ta chọn 1=ct  như là đơn vị năng lượng. 

Với một mạng vuông 2 chiều, với hằng số mạng 

bằng 1, ta có 2(cos cos ) = +k x yk k . 𝜇 trong 

công thức (2) là thế hóa học. Khi có mặt của từ 

trường, hệ thức tán sắc của điện tử ở dải dẫn và 

điện tử ở dải hóa trị trong công thức (2) được viết 

lại là 
( ) −k

c f zH , với Hz là cường độ từ trường 

ngoài. Số hạng thứ 3 trong công thức (1) mô tả 

tương tác Coulomb giữa điện tử trên dải dẫn và 

điện tử trên dải hóa trị trên cùng một nút với 

cường độ tương tác U. Hamiltonian viết ở công 

thức (1) chính là mô hình Falicov-Kimball mở 

rộng, đã được sử dụng trong việc nghiên cứu 

trạng thái ngưng tụ exciton trong hệ bán kim 

loại/bán dẫn khi không có mặt của từ trường 

ngoài [5-9]. 

Như vậy, Hamiltonian viết ở công thức (1) là 

một Hamiltonian mô tả hệ nhiều điện tử tương 

quan. Việc thu được kết quả chính xác lời giải 

cho Hamiltonian này là không thể, và ta phải tìm 

các phép gần đúng. Trong bài báo này, chúng tôi 

sử dụng gần đúng Hartree-Fock. Giả thiết hệ 

đang ở trạng thái ngưng tụ exciton, khi đó toán 

tử ở số hạng tương tác có thể viết dưới dạng

, , ' ' ' ,0 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '

,
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Bỏ qua các hằng số, ta thu được biểu diễn của Hamiltonian trong gần đúng Hartree-Fock  

†
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'
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với k

c   và k

f  là các năng lượng tán sắc tái 

chuẩn hóa khi có đóng góp của độ dịch Hartree-

Fock và từ trường ngoài, được xác định bởi 

( ) ( ) ( )

  + −=k k

c f c f c zfUn H   (5) 
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trong đó ( ) ( )

k

k
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 lần lượt là các mật 

độ điện tử f và mật độ điện tử c trên một nút với 
†

k k k  =fn f f  và †

k k k  =cn c c  là các mật 

độ hạt tải trên dải hóa trị và dải dẫn ứng với xung 

lượng k và spin σ.  

Hamiltonian viết ở phương trình (8) hoàn 

toàn có thể chéo hóa. Cụ thể ta có thể viết 

Hamiltonian ở dạng ma trận (4x4) với 
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Chéo hóa ma trận này ta thu được các trị riêng 

và véctơ riêng, là cơ sở để xác định các tham số 

trật tự trạng thái ngưng tụ exciton và mật độ điện 

tử trên dải dẫn và trên dải hóa trị. Giải các 

phương trình một cách tự hợp chúng ta thu được 

tham số trật tự trạng thái ngưng tụ exciton phụ 

thuộc vào từ trường. 

3. Kết quả và thảo luận 

Trên cơ sở của tính toán giải tích ở phần trên, 

chúng tôi tiến hành lập trình, tính số xác định kết 

quả của tham số trật tự trạng thái ngưng tụ 

exciton '
. Với một hệ 2 chiều gồm 

N=700x700 nút mạng, trong không gian xung 

lượng và những giá trị ban đầu của tham số trật 

tự exciton và mật độ điện tử trên dải dẫn và trên 

dải hóa trị, ma trận (7) được chéo hóa để tìm các 

trị riêng và véctơ riêng. Chú ý rằng các tham số 

trật tự trạng thái ngưng tụ exciton '
 tổng quát 

là những số phức. Với kết quả của trị riêng và 

véctơ riêng, chúng ta xác định được các tham số 

trật tự và các mật độ hạt tải trên các dải dẫn và 

hóa trị. Các giá trị này lại được dùng như kết quả 

đầu vào cho quá trình tính tiếp theo. Cứ thế, quá 

trình tính toán được lặp đi lặp lại cho tới khi kết 

quả hội tụ. Quá trình được xem như hội tụ nếu 

tổng sai số tương đối của các đại lượng nhỏ hơn 

10-4. Xem như tương tác Coulomb đóng vai trò 

quan trọng, chúng tôi cố định U=3 và các đại 

lượng được xác định trong đơn vị tc=1 trong hệ 

đơn vị tự nhiên 
1Bc k= = =

. Giả thiết hệ ở 

trạng thái bán kim loại, không mất tính tổng quát 

ta chọn 0 = khi hệ lấp đầy một nửa, 

n=nc+nf=2 và ở nhiệt độ T=0.  
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Hình 1. Biên độ tham số trật tự trạng thái ngưng tụ exciton | ' | phụ thuộc vào cường độ từ trường ngoài Hz.  

Hình 1 mô tả sự phụ thuộc module của các 

tham số trật tự trạng thái ngưng tụ exciton | '

| vào từ trường ngoài Hz khi tương tác Coulomb 

đủ lớn, U=3. Kết quả tính toán số cho ta thấy, tại 

Hz=0, hệ không nằm trong từ trường ngoài vẫn 

tồn tại trạng thái ngưng tụ exciton, tương ứng với 

| ' | ≠ 0. Điều này cho thấy, do tác dụng của 

thế tương tác Coulomb, trạng thái ghép cặp 

exciton giữa điện tử ở dải dẫn và lỗ trống (hay 

điện tử sau phép biến đổi điện tử - lỗ trống) ở dải 

hóa trị đã ghép cặp và trạng thái lượng tử kết hợp 

hình thành. Trạng thái này thể hiện bằng sự xuất 

hiện của khe năng lượng tại mức Fermi, tỉ lệ với 

| ' |, | ' | vì vậy còn gọi là tham số trật tự 

trạng thái lượng tử kết hợp. Vì hệ ở trạng thái 

bán kim loại, bức tranh này hoàn toàn giống với 

bức tranh siêu dẫn trong lý thuyết của BCS. 

Trạng thái kết hợp trong trường hợp đang khảo 

sát còn được gọi là trạng thái ngưng tụ exciton, 

tương tự như trạng thái ngưng tụ của cặp Cooper 

trong lý thuyết siêu dẫn. Ở trường hợp Hz=0 ta 

thấy tất cả các giá trị của | ' | đều như nhau, 

không phụ thuộc vào spin của hạt tải. Điều đó 

thể hiện khi hệ không nằm trong từ trường, bức 

tranh ngưng tụ của exciton không phụ thuộc vào 

spin của điện tử hay lỗ trống. Đây là lý do mà 

hầu hết các nghiên cứu về trạng thái ngưng tụ 

của exciton khi không có từ trường đều không 

quan tâm tới spin của hạt tải, và xem hệ như 

không spin. Tuy nhiên, khi Hz ≠ 0, các | ' | 

khác nhau với |


 | = |


 |. Cụ thể, khi tăng Hz 

với Hz<0.5, ta thấy |


 | và |


 | giảm, còn |




| và |


 | lại tăng. Tuy nhiên, sự thay đổi của 

tham số trật tự trạng thái ngưng tụ exciton vào từ 

trường lại tùy thuộc vào hướng spin của mỗi hạt 

tải. Nếu như cả |


 | và |


 | đều giảm về 0 ở 

một giới hạn z

1H  thì ngược lại |


 | và |


 | tăng 

tới giá trị cực đại, sau đó giảm dần về 0 ở một 

giới hạn z

2H rất lớn so với z

1H . Điều này tạo nên 

một bức tranh thú vị về trạng thái ngưng tụ của 

exciton khi có mặt của từ trường. 



Phan Văn Nhâm, Ninh Quốc Huy / Tạp chí Khoa học và Công nghệ Đại học Duy Tân 02(69) (2025) 67-73 72 

Hình 2. Các năng lượng giả hạt ứng với mỗi hướng spin phụ thuộc xung lượng theo hướng đường chéo chính k = kx = 

ky trong vùng Brillouin thứ nhất ứng với mỗi giá trị khác nhau của cường độ từ trường Hz. 

Sự khác nhau về giá trị tham số trật tự trạng 

thái ngưng tụ exciton tùy thuộc vào hướng spin 

của hạt tải khi từ trường zH 0  ở Hình 1 có thể 

được giải thích thông qua khảo sát bức tranh 

năng lượng giả hạt của hệ tương ứng với các giá 

trị khác nhau của từ trường ngoài như ở Hình 2. 

Thực vậy, khi không có từ trường, Hình 2(a) cho 

ta thấy các mức năng lượng giả hạt của điện tử 

dẫn và của điện tử hóa trị hoàn toàn suy biến theo 

hướng spin. Đây chính là bức tranh trạng thái 

ngưng tụ exciton khi không tính tới spin của hạt 

tải. Tuy nhiên, khi có mặt của từ trường các mức 

năng lượng của điện tử trên dải dẫn và điện tử 

trên dải hóa trị bị tách ra [xem Hình 2(b-d)]. Với 

từ trường ngoài theo phương z hướng lên trên thì 

mức năng lượng của điện tử với spin hướng lên 

sẽ bị dịch chuyển xuống một khoảng tỉ lệ với từ 

trường ngoài, còn ngược lại mức năng lượng của 

điện tử với spin hướng xuống sẽ bị dịch chuyển 

lên một khoảng tỉ lệ với Hz. Điều này cho thấy, 

khi từ trường ngoài còn nhỏ, sự xen phủ của tất 

cả các mức năng lượng vẫn xảy ra tại gần mức 

Fermi, kết quả ta vẫn quan sát được tất cả các 

ghép cặp có thể của các điện tử ở dải dẫn và điện 

tử ở dải hóa trị với các hướng spin khác nhau 

[Hình 2(b)]. Tuy nhiên, lúc này việc ghép cặp trở 

nên ưu tiên với các hạt tải có hướng spin trái 

chiều so với các cặp hạt tải với spin cùng chiều. 

Điều này càng trở nên rõ ràng khi tăng cường độ 

từ trường. Khi từ trường đủ lớn, z z

1H H , sự xen 

phủ của các dải năng lượng ứng với cặp điện tử 

có spin cùng chiều xảy ra ở mức năng lượng xa 

mức Fermi vì vậy chúng không đóng góp cho 

ghép cặp và |


 | = |


 | =0. Lúc này chỉ còn sự 

xen phủ của các dải năng lượng ứng với spin trái 

chiều xảy ra tại mức Fermi [Hình 2(c)]. Tuy 

nhiên, càng tăng từ trường ngoài thì các mức 

năng lượng xen phủ nhau càng giảm và vì vậy 

tham số trật tự trạng thái ngưng tụ exciton giảm 

và nó về 0 khi từ trường ngoài z z

2H H . Khi 
z z

2H H , từ trường đủ lớn làm dịch chuyển các 

mức năng lượng làm cho ngay cả mức năng 

lượng của điện tử dẫn với spin hướng lên bị dịch 

chuyển xuống và mức năng lượng của điện tử 

hóa trị với spin hướng xuống bị dịch chuyển lên 

tới mức không gặp nhau ở mức Fermi nữa [Hình 
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2(d)]. Khi đó, hệ không còn tồn tại trạng thái 

ngưng tụ exciton.  

4. Kết luận 

Trong bài báo này, chúng tôi đã khảo sát bức 

tranh trạng thái ngưng tụ của exciton trong các 

hệ bán kim loại khi có mặt của từ trường ngoài. 

Bằng sử dụng mô hình Falicov–Kimball mở 

rộng khi có mặt của từ trường, chúng tôi đã thu 

được lời giải tự hợp cho tham số trật tự trạng thái 

ngưng tụ exciton trong gần đúng Hartree-Fock. 

Kết quả tính số khẳng định vai trò quan trọng của 

từ trường ngoài quyết định sự tồn tại của trạng 

thái ngưng tụ exciton. Hơn nữa, với sự có mặt 

của từ trường, spin của hạt tải trở nên quan trọng 

và tùy thuộc vào spin của điện tử trên dải dẫn và 

điện tử trên dải hóa trị mà chúng tôi quan sát 

được những tình huống khác nhau của quá trình 

ghép cặp hình thành trạng thái ngưng tụ exciton 

trong hệ. Kết quả của bài báo đóng vai trò quan 

trọng trong việc hiểu biết sâu sắc hơn bức tranh 

trạng thái ngưng tụ exciton trong hệ đặc biệt khi 

có mặt của từ trường, là cơ sở để chúng tôi khảo 

sát tính chất tô-pô của trạng thái ngưng tụ 

exciton.  
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