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Tém tit

Trong bai bao nay chung t6i md rong mot két qua trong bai bao ctia Dung va cac cong su [1] sang bién ngiu nhién mo
d6i mot doc lap. Vi {X,; n = 1} 1a day cac bién ngiu nhién md doi mot doc 1ap, bi chan ngau nhién bai bién ngiu nhién
X nhan gia trj thuc c6 m6 men cap r v6 han (0 < r < 2), {cuu; 1 < k < my,, n = 1} 1a mang céc s6 thyc. Trong bai bao
nay chiing t6i thiét 1ap luat sb 16n ddi véi tong co trong sd 69;:;"1 Core @ X, Hé qua thu duoc 1a luat sb 16n Marcinkiewicz-
Zygmund cho day bién ngau nhién mo.

Tir khéa: sb mo; bién ngdu nhién mo; luat s6 16m; hoi tu theo xéc sudt.
Abstract

In this paper, we extend the result of Dung et al. [1] to pairwise independent fuzzy random variables, with {X,;n = 1}
being a sequence of independent random variables which is stochastically dominated by the random variable X with
infinite r-th moment(0 < r < 2), and {c,; 1 <k < m,,n > 1} being an array of real numbers. We investigate weak
laws of large numbers for weighted sum GBZZH Cnke @ Xi. As corollaries, we obtain the Marcinkiewicz-Zygmund weak
law for sequences of fuzzy random variables.

Keywords: fuzzy numbers; fuzzy random variables; weak laws of large numbers; convergence in probability.

1. Gidi thiéu duoc thiét 1ap t6t dé kiém soat nhirng sai s6 nhu
vay trong suy luan théng ké. Can luu ¥ rang khia

Suy luan thong ké c6 dién dua trén nhiing i 0 E i
canh co ban cua suy luan thyc t€ 1a cac dinh ly

quan sat chinh xdc. Tuy nhién, nhiéu quan sat

trong thuc té ¢ gia tri thu dugc khong chinh xéac
nhu gié tri thuc cia nd. Ké tir khi Zadeh [2] gi6i
thiéu Iy thuyét tip mo, su thiéu chinh xac ¢ thé
dugc mo ta hi€u qua hon boi cac tap mo. Dir licu
khong chinh xac gap phai trong suy luan théng
ké thuong bi anh hudng boi nhiéu ngudn thiéu
chinh xac. Khai niém bién ngau nhién mo da

gi61 han.

Trong nhitng nim gan day da c6 nhiéu tac gia
da nghién ctru cac dinh 1y giéi cho téng cac bién
ngau nhién md nhur Alonso de la Fuente va Teran
[3], Giap va cac cong su [4], Joo [5].

Dinh 1i sau 12 mot két qua cua Dung va cac
cong su [1].
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Pinh [i A.Cho 0 < r < 2, {X,,; n > 1} 1a dy bién ngiu nhién doc lap bi chan ngau nhién bai bién
ngau nhién X va H(x) = E(IX|"I(|X| < x) 1a ham bién d6i cham & vo cuc. Cho {cy ;1 <k <
my,n > 1} 1a mang céc s6 thuc sao cho

S%’P Yk=1 S H(leng | ™) < o0 va Tlll_{{)lo 12’,%2%71'(511](' = 0.

Néu 0 <r<1thi

mp

P .
Z Cnk (Xk — E(Xil(JegnXil < 1))) — 0 khin — oo,
k=1

Néu1<r < 2 thi

mn

P
Z an(Xk — E(Xk)) — 0 khin — oo,
k=1

Trong bai bao nay ching tdi ma rong két qua trén sang day bién ngau nhién mo d6i mot doc lap.
2. Kién thirc chuin bj

Tap mo A cua tap sb thuc R duge goi 1a s6 md néu ham thude pz: R — [0,1] théa mén cac tinh
chét sau [6]:

(1) Ton tai xq € R, uz(xo) = 1;

(2) uz la ham tya 10m, c6 nghia la pz (Axq + (1 — A)x,) = min{ pz(x4), uz(x2)} voi moi x4, x, €
RvaAi € [0,1];

(3) ux 1a ham ntra lién tuc trén;

(4) {x € R:pz(x) > 0} 1a tap compact.

Véi mdi s6 thuc a, ta ky hiéu & s6 md vai ham thudc 1a ham dic trung 1({a}) bang 1 tai a va bang
0 trong cac truong hop con lai.

Lat cit cia sé mo Aky hidu la Ala] = {x: uz(x) = a}, ta cling ky hiéu A[0] = {x € R: pz(x) > 0}.
Ala] 1a mot tap dong compact khac rong trong R va dugc ki higu A[a] = [4L, AY].
Tap hop tat ca sé mo duoc ky hiéu 1a F.
Véi mdi a € [0,1], Hesamian va Akbari [7] dinh nghia a-gia tri cua s6 mo A nhu sau:
_ _{ AL, néu0 <a<0,5
A néu05<asi1
Gia tri tuyét doi cia s6 mo 4, ky hiéu |A|, duoc gioi thidu boi Dubois va Prade [8]. Sau do,
Hesamian va Akbari [7] viét dudi dang a-gia tri cua A:
|K|a = max{0,4,,—A4;_,}.
Cho A, B € Fvahingsé A € R, phép cong hai s6 mo, phép nhan mot sé véi sé mo duge dinh nghia
nhu sau:

@ Blo] = [AL + AL, AY + AY)],
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_ ML ALY néur = 0
AQ Ala] = [~U ¢ JZ] )
[—?\Aa, —?\Aa] néui <0
Véi hai s6 mo A va B, ta sir dung céac ky hiéu >, >, < va < c¢6 nghia nhu sau: A > B néu va chi
néu A, > B,v6i moi a € [0,1], 4 = B néu va chi néu 4, > B,véi moi a € [0,1], A < B néu va chi
néu A, < B,vaoi moi a € [0,1] va A < B néu va chi néu A, < B,véi moi a € [0,1].

Cho p = 1, metric d,, trén F duoc dinh nghia:

1 1/p
4, (4,B) = (f A, —§a|da> ABeF.
0
Ta ciing c6 thé viét dugi dang chuan dp(ﬁ,f}) = ||Ay — A4l va dp(K, 0) = ||Ka||p, trong do
1/p

1
= 5 =P
e = Belly = | [ 1Ae - Bo["da
0

Cho khéng gian xac suat (Q, F, P), anh xa X: Q — F duoc goi 1a bién ngau nhién mo néu véi moi
« € [0,1], X, 12 bién ngau nhién nhan gié tri trén tap sé thuc R.
Ta n6i day bién ngau nhién md {X,,;n > 1} d6i mot doc 1ap néu véi mdi a € [0,1], X; o, Va X; 4
doc lap véi nhau (i # j).
Pinh nghia. Day bién ngiu nhién mo {X,,; n > 1} hoi tu theo xac suat dén bién ngau nhién mo X
theo metric d,, néu véi moi € > 0,
Lim P(d,(Xn, X) > €) = 0.
Bo6 dé 1. [9] Cho {X,;; n = 1} 1a day bién ngdu nhién déi mét déc \ap va co Ki vong 0. Khi dé ta
co
E(1Xk=1XiD) < Xk=1 E(1X]);

n 2 n
= Z E(X32).
k=1

PR
Choa > 0, ham sb do duoc f(x) xac dinh trén [a; o) dwoc goi 12 ham bién d6i cham néu

k=1
. f(tx)
)11—{2 f(x)

V6i x > 0, ky hiéu log* x = max{ 1,Inx},log? x = log* (log* x), trong d6 In x la ham logarit tu
nhién. D& thay rang, log* x,log3 x 1a cac ham bién d6i cham & vé cuyc.

Bo dé 2. [1] Cho 0 < r < 2, H(x) = E(|X|"I(|X| < x) la ham bién d6i cham & v cuc, khi d6 ta
co:

(a) P(IX| > x) = o(x TH());

(b) E(IXII(IX] > x)) = o(x* "H(x)) néu 1 < r < 2;

(©) E(IleI(IXI < x)) = o(xp‘rH(x)) néup >r>0.

D4y bién ngau nhién mo {X,,; n > 1} dugc goi la bi chan ngau nhién bai bién ngau nhién nhan gia
tri thuc X néu véi moi t > 0,

E

= 1véi moit > 0.
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sup P(|X,| = £) < P(IX| > ¢).

n

B6 dé 3. Cho p > 0 va {X,;; n > 1} la ddy cac bién ngau nhién mo, bi chin ngau nhién boi bién
ngau nhién X véi E (|X|P) < oo. Khi d6, véi mdi a € [0,1],

@ E(Xpa|) 1(1Xnal < %) < EXIP I(X] < %) + xPP(|X| > X) V6i moi x > 0;

1) E(Xne|” 101 Xnal > %) < EIX[PI(X| > x) v6i moi x > 0.

Chirng minh

@ E(|Xna|) [(Xnel < x) = [P dP(|Xpo| < ) = — [7t7 dP(|Xne| > ¢)

= —xPP(|Xpal > 2) + [, P(|X0a| > t)dt? < [ P(X| > t)dt?

= xPP(1X| > x) + [, tPdP(|X| < ) = E(IXIP I(|X| < x) + xPP(|X| > x).

(0) E(|Xna|") 10 Xnal > x) = [ 7 dP(|Xp o] <€) = = [ 67 dP(|Xp| > )

= xPP(|Xnql > %) + [ P(|Xne| > t)dtP < xPP(|X] > x) + [ P(IX| > t)dt?

= [ tPdP(IX| < t) = E|X|P I(|X| > x).

3. Két qua nghién ctru

Pinh 1i. Cho 0 < r < 2, {X,;;n = 1} la ddy céc bién ngau nhién mo déi mét déc ldp bi chan ngau
nhién bgi bién ngau nhién nhdn gia tri thuc X, H(x) = E(IX|"I(|X| < x) la ham bién doi chdm ¢ v
cuc, {Cni; 1 < k < my,n = 1} la mang cdc so thuc dwong thoa man:

sup V=1 CnxH(lcniel ™) < cova lim max |cui| = 0.
n n—oo 1sk<my
Néu 0 < r < 1thi
~ P
dq (ea’,j‘;g Cnie @ X, Dy Cuke  E (Xkl(lckn ® Xil < 1))) — 0 khin — oo
Néu1l<r<2thi

my my P .
dy (DR, cne ® X ®p?y e ® E(X)) = 0 khin > oo,
Chng minh
Véin > 1,1 <k <m,, tadat
Xk = Xl (lepXid = 1) Xk = XiI(leeXi] > 1)
Véi e > 0 tly y, ap dung céc bit ding thirc Liapunov, bat ding thirc Markov va Bé dé 3 ta duoc
P(dl(EB;(n=n1 anX,nk'eaZl:1 anE(X'nk)) > 6) < P(dz(@;cnzn1 anX‘nk;EB;n:1 anE(X‘nk)) > 6)

1 2
< ?E ((dz(@;nznl anX'nk»@;cner anE(X,nk))) )

my 2

1
= 6_2E .[ Z anX'nk,ot - anE(X,le,O() da
0 \k=1
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2

1t <
= e_zf E|E Z anX,nk,a - anE(X'nk,a) da
0 k=1
1 1 /my
= G_Z_f Z E((anX'nk,ot - anE(X,nk,ot))z) da
0 k=1
1 /my
2 5 , 5
<S[D et E @ me®) | da
0 k=1
2 (1 < ,
=;] z chiE (|Xk_a| I(|crieXiee| < 1)) da
0\ k=1,cn#0
Mmn
2 1
+€_2 P(lxk,al > |an|_1) da
k=1,c#0
2 (1 &
<o D GB(XPIX < ol ™) | da
0\ k=1,cn#0
2 11
-1
ta) | D, PUMI > lewl™ |da

k=1,Cnp#0
Vé6i & > 0 bé tly y, tir () va (c) cua B6 dé 2 suy ra ton tai x, > 0 sao cho Vx > x,,

P(IX| > x) < 8x "H(x) va E(|X|?I(|X| > x) < 6x?""H(x).

Vivay, véin dulon, tacd véimoi 1 <k < m, vacy, # 0,

P(X| > lepil™) < 8lenel"H el ™ va E(XIPIUX| > [cnel™) < Slenel™*H(lcpiel ™).
Diéu nay dan dén

Mn
2 2
P(d1 (O], cneXnie Dy CarB X)) > €) < 58 ) lewel” Hllewel ™) < 58,
k=1

Cho n — o sau d6 cho 6§ — 0 ta dugc

P(di (D2 curXni @12y cniE(X'ni)) > €) = 0. (1)

Truong hop 1: 0 < r < 1. Véi e > 0, taco

P(d1(D2y cnXi(,0) > €) < X2y P(lemeXeel = 1) S T2 o Lo PUXT > lenel ™).
Tuong tu chirng minh (1) ta cling co

P(d1(®2y cinXi,0) > €) — 0. ()

Két hop (1) va (2) ta c6 duoc diéu phai chitng minh.

Truong hop 2: 1 <r < 2. Vi e > 0, ta cling ¢
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1
P(dl(@k 1 anXnk'@;(n:1 anE(Xrlllk))) > E) < EE (d1(@;cn:1 anxrlllk'@;(n:1 anE(Xrlllk))))

Mn
1 ! 143
=-F f z (anXnk,a anE(Xnka ) da
€ 0
k=1
mn
1 1
<o D BllenKie = cnB(Kiiea)1) de
€Jo
k=1
Mn
2 1
<2 [ BllenKiial) da
0 k=1
= Z eal EQEIAX > ™) da
0 k=1,cpx#0
2
DI A CAUCERS)
k=1,cnr*0
= 0(1) Xp2lcnel” H(lcpeel™) = 0(2). 3)

Két hop (1) va (3) ta dugc diéu phai chitng minh.

V6i ¢ = 1/nY7 ta thu duoc luat sé 16n Marcinkiewicz-Zygmund cho dy bién ngau nhién mo
nhu sau.

Héqual.Chol <r <2 va {Xy;n = 1} la day cac bién ngdu nhién mo déi mét doc lip {X;n =
1} bi chan ngdu nhién bgi bién ngau nhién nhén gia tri thuc X va E(|1X|™) < oo. Khi dé

P
1/r dl(@;cl=1 Xjo, k=1 E(Xk)) — 0 khin — oo.

V6i {an,; 1 < k < n,n > 1} 1amang cac sé duong, néu H(x) 12 ham bién doi cham & vo cuc va
r > 0thi lim x "H(x) = 0. Khi d6, v6i moi n,

X—00
mn
a s
s> 1:Zi" H( ) <1
sT a
=1 nk
la tap bi chan nén ta dat
mn

Ta c0 hé qua sau.

H@ qua 2. Cho 0 < 7 < 2, {X,;n = 1} 1a day céc bién ngau nhién mo déi mgt dgc lap bi chan
ngau nhién boi biéen ngau nhién nhgn gia tri thuc X va H(x) = E(|X|"I(|X]| < x) la ham biéen doi
cham o vo cuc, {an; 1 < k < my,n = 1} la mang cdac so dwong thoa man:

lim maxa,,Dy! = 0.
n-oo 1<k<n
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Néu 0 < r < 1thi
1 my my = p .
——dy (D, @ ® XDy ane ® E (Xl (laun ® Xl < T))) 5 0 bhin - oo
n
Néu1l<r<2thi

1 my mp p .
D_dl (@k=1 ank Q XD 2y Ak ® E(Xk)) — 0 khin - oo,
n

trong do
mn
a S
D, = inf 521:2 n H(—)Sl .
=1 S Ank

Chang minh. Ap dung dinh Ii véi ¢,y = an, D31
Trong truong hop a,x = 1vn = 1,1 < k < nvam, = n, D, tré thanh
D, = inf{s > 1:S%H(s) < 1} - oo khin — oo.

Ta thu dugc hé qua sau.

133

H@ qua 3. Cho 0 < 7 < 2, {X,;n = 1} la day céc bieh ngau nhién mo déi mét dgc lap bi chan
ngau nhién bgi bien ngau nhién nhgn gia tri thuc X va H(x) = E(|X|"I(|X| < x) la ham bién doi

cham o vo cuec.

Néu o < r < 1thi

1 ~
—d, (@Zl:nl Xk,@;nznl E (Xkl(|Xk| < 1))) i 0 khin — oo.
Dy

Néu 1l < r < 2 thi

1 P
5 h (ea;"gl X @t E(X)) = 0 khin > oo,

trong do D,, = inf{s > 1:S£TH(S) < 1}L
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