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Tóm tắt 

Bài báo này giới thiệu một mô hình tính toán hiệu quả cho việc mô phỏng phá hủy cục bộ trong vật liệu tựa giòn chịu tác 

dụng của tải trọng động. Các đại lượng động học tại các nút phần tử theo thời gian được giải bằng phương pháp sai phân 

trung tâm và chéo hóa ma trận khối lượng. Trong khi các biến lịch sử và phá hoại cục bộ được cập nhật một cách dễ dàng 

từ thông tin đã tính toán của trường chuyển vị. Các phương pháp hiện tại có ưu điểm về thời gian tính toán so với các 

phân tích dưới dạng ẩn. Trạng thái của vật liệu được mô tả thông qua đại lượng hư hại d, biến thiên từ 0 đến 1 tương ứng 

với trạng thái vật liệu từ hoàn toàn nguyên vẹn đến hoàn toàn bị phá hủy. Đại lượng hư hại d phát triển theo biến dạng 

tương đương với quy luật hàm mũ. Tham số của hàm phát triển hư hại này phụ thuộc vào đặc trưng của vật liệu trong đó 

có năng lượng phá hủy và chiều dài đặc trưng của phần tử. Biến dạng tương đương được tính theo công thức smooth 

Rankine. Tính chính xác và hiệu quả của mô hình được khảo sát và so sánh với các kết quả thí nghiệm đã được công bố.  

Từ khóa: mô hình phá hủy cục bộ; vật liệu tựa giòn; tải trọng động; phương pháp sai phân trung tâm; biến dạng tương 

đương smooth Rankine. 

Abstract 

This article introduces a local damage model for quasi-brittle materials subjected to dynamic loading. Kinematic 

information at element nodes over time is determined by using a central difference method and a lumped-mass matrix. 

While the history and local damage variables are updated straightforwardly with the obtained displacement field. The 

current methods have advantages in computational efficiency as compared to implicit analysis. The state of the material 

is described through a characteristic quantity of damage d, varying from 0 to 1, which corresponds to the material's state 

from completely intact to completely destroyed. The quantity d evolves with equivalent strain according to an exponential 

law. The parameter of this damage growth function depends on the representative element length and the material 

properties, including the fracture energy. The equivalent strain is calculated according to the smooth Rankine formula. 

The accuracy and efficiency of the model are validated by comparing it with experimental results. 
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1. Mở đầu

Trong suốt quá trình sử dụng, các công trình

kết cấu có nguy cơ bị hư hại, phá hủy cục bộ 

hoặc tổng thể dưới tác động của rất nhiều yếu tố, 

có thể kể đến như các tác nhân môi trường (nhiệt 

độ, chất ăn mòn,…), các loại tải trọng đặc biệt 

(hỏa hoạn, động đất,…). Trong số các nguyên 

nhân này, sự hư hại của vật liệu, kết cấu dưới tác 

dụng của tải trọng động, do hệ quả của quán tính, 

thường rất trầm trọng. Cơ chế phá hủy do tải 

trọng động thường phức tạp hơn so với tải trọng 

tĩnh [10]. Trong quá trình hư hại, các vết nứt 

thường bắt đầu với quỹ đạo thẳng, sau đó có thể 

chẻ ra thành nhiều nhánh. Hiện tượng này rất 

thường gặp trong thực tế với nhiều loại vật liệu 

khác nhau như bê tông, đá, polyme hoặc các 

đường ống dẫn khí nén [9,4]. Việc tính toán dự 

đoán được các hư hại động của vật liệu, kết cấu 

là một thách thức và cũng là một chủ đề quan 

trọng của cộng đồng cơ học tính toán. Những 

hiểu biết, kết quả thu được từ tính toán sẽ đóng 

góp rất lớn vào công tác phát triển, thiết kế vật 

liệu, kết cấu một cách bền vững, hiệu quả 

[11,15].  

Bê tông là loại vật liệu được sử dụng rộng rãi 

trong xây dựng, cấu tạo từ nhiều thành phần. Ở 

cấp độ vĩ mô, có thể coi bê tông là vật liệu đồng 

nhất. Tuy nhiên, ở cấp trung và vi mô, bê tông là 

một vật liệu không đồng nhất gồm nhiều pha: các 

hạt cốt liệu được xem là hoàn toàn đặc, vữa xi 

măng chứa các lỗ rỗng và vùng tiếp giáp vữa xi 

măng - cốt liệu. Nghiên cứu quá trình phá hoại 

và ứng xử cơ học của bê tông vẫn là một nhiệm 

vụ phức tạp. Nhiều mô hình tính toán phá hoại 

cho bê tông đã được phát triển, ví dụ như: 

phương pháp hạt ngẫu nhiên, phương pháp 

không lưới, trường pha, phương pháp tiếp cận đa 

tỷ lệ và phương pháp phần tử hữu hạn mở rộng. 

Mô hình phá hủy liên tục có thể chia làm hai 

nhóm chính với giả thiết bê tông là vật liệu bất 

đẳng hướng hoặc vật liệu đẳng hướng. Trong 

nhóm thứ nhất, với tính chất dị hướng của vật 

liệu, mô hình nhìn chung tính toán phức tạp với 

tensor biến dạng bậc cao [5,7,8]. Nhóm thứ hai, 

với tính chất đẳng hướng của vật liệu, mô hình 

phá hủy có ưu điểm tính toán đơn giản hơn. Hiện 

nhóm này có hai hướng tiếp cận chính là mô hình 

phá hủy phi cục bộ (non-local damage) và mô 

hình phá hủy cục bộ (local damage). 

Hướng mô hình phá hủy phi cục bộ thường 

làm mất đi tính đúng đắn của bài toán giá trị biên, 

cuối cùng tạo ra vô số nghiệm có năng lượng tiêu 

tán trong phần tử hữu hạn nhỏ nhất của miền, 

làm cho giải pháp trở nên vô nghĩa. Ngoài ra, 

trong mô hình phi cục bộ cần giải phương trình 

cân bằng biến dạng tương tương về sự tiêu tán 

năng lượng với các phần tử xung quanh. Các mô 

hình liên tục bậc cao, mô hình gradient-

enhanced hoặc mô hình phi cục bộ dựa trên tích 

phân đã được đề xuất [1,6,13]. Nhìn chung, các 

phương pháp phi cục bộ có chi phí tính toán lớn, 

dẫn đến ít khả thi khi ứng dụng trong các bài toán 

thực tế.  

Trong khi đó, với mô hình phá hủy cục bộ, 

việc mô tả sự hư hại cục bộ không yêu cầu phải 

giải thêm phương trình nào về ứng xử suy yếu của 

vật liệu. Vì vậy, sự phụ thuộc qua lại của hệ 

phương trình mô tả chuyển động của vật rắn và 

sự tăng trưởng của trường phá hoại được tránh. 

Thuật toán giải sẽ bớt phức tạp hơn. Và với 

phương pháp phần tử hữu hạn chuẩn, mô hình phá 

hủy cục bộ có thể được thực hiện một cách hợp lí. 

Bài báo này nhằm mục tiêu phát triển mô hình 

phá hủy cục bộ và thuật toán phần tử hữu hạn để 

tính toán, mô phỏng sự hư hỏng của vật liệu tựa 

giòn dưới tác dụng của tải trọng động. Trong đó, 

tham số suy yếu của mô hình được kiểm soát 



T. Thu Hiền, T. Thanh Hùng, B. Quốc Tính / Tạp chí Khoa học và Công nghệ Đại học Duy Tân 04(65) (2024) 21-27 23 

thông qua một hệ số xác định từ năng lượng phá 

hủy của vật liệu và chiều dài đặc trưng của phần 

tử. Tham số suy yếu này trong hàm tăng trưởng 

hư hại khi tính toán bằng phần tử hữu hạn giúp 

loại bỏ vấn đề phụ thuộc vào mật độ lưới chia. 

Thêm vào đó, mô hình phá hủy cục bộ do nhóm 

phát triển được kết hợp với biến dạng tương 

đương theo công thức smooth Rankine. Điều này 

đã nâng cao ý nghĩa vật lý của hàm tăng trưởng 

hư hại khi xác định vị trí vết nứt trong các vật 

liệu tựa giòn. Trong nghiên cứu này, mô hình 

phá hủy đề xuất được thực hiện bởi phương pháp 

phần tử hữu hạn với các phần tử tứ giác chuẩn. 

Để rời rạc hóa theo bước thời gian, phương pháp 

sai phân trung tâm (Central Diffrence Method) 

được sử dụng [4]. Hiệu quả của mô hình phá hủy 

cục bộ phát triển cho bài toán động của vật liệu 

tựa giòn được kiểm tra thông qua các tính toán 

số. Độ chính xác của kết quả tính toán, được so 

sánh, đánh giá với các kết quả thực nghiệm đã 

được công bố [9]. 

Ω

2. Lý thuyết tính toán

2.1. Phương trình vi phân cho bài toán động 

Phương trình cân bằng động lượng gắn liền 

với điều kiện biên trong một vật rắn được cho 

như sau [3]: 

.x   σ b a
(1) 

u = u trên miền u

σn t trên miền t

( 0)t  u 0 và 
( 0)t   0v v

Trong đó: 

σ: tensor ứng suất;

b: vector lực khối, tính trên một đơn vị thể 

tích vật liệu; 

ρ: khối lượng riêng của vật liệu; 

a: vector gia tốc, 
d

dt


v
a ; 

v: vector vận tốc;

u: vector chuyển vị; 

n: vector pháp tuyến đơn vị trên biên  ; 

u  là chuyển vị ràng buộc trên biên u ; 

t là lực kéo ràng buộc trên biên t ;

Dựa vào nguyên lý công ảo, ta có phương 

trình dạng yếu cho trường chuyển vị tại các nút 

phần tử như sau [3]:  

0

t

d
d d d dA

x x dt


   

   

 
   

    
u v v

C v b v t v       (2) 

Trong đó: 

:C  ma trận các hệ số đàn hồi của vật liệu; 

:v trường vận tốc ảo thỏa mãn các điều kiện

động học; 

Vector chuyển vị u  (là một hàm của thời 

gian) tại các nút rời rạc được tính như sau [3]: 

Mu+ Ku = P (3) 

Trong đó: 

:M ma trận khối lượng;

:K  ma trận độ cứng;

:P  ma trận ngoại lực;

Đây là một hệ phương trình vi phân tuyến tính 

bậc hai cần giải theo thời gian để xác định được 

vector chuyển vị u tại các nút. Phương pháp sai 

phân trung tâm được sử dụng, với các xấp xỉ [4]: 

 
2

1
2

n n n n

t
t


   u u v a  (4) 

 1 1
2

n n n n

t
 


  v v a a  (5)

Khi đó, phương trình dạng yếu đã được rời 

rạc tại thời điểm tn+1 có dạng như sau:  

 
2

1 1( )
2

n n n n n

t
t 


    Ma K u v a P (6) 
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Để đảm bảo sự ổn định của tính toán tích phân 

tường minh theo thời gian, bước thời gian t  

phải nhỏ hơn một ngưỡng giá trị 
stablet [14]. Giá 

trị này liên quan tới tốc độ sóng nén giãn lớn nhất 

và kích thước lưới nhỏ nhất. Trong nghiên cứu 

này
stablet được tính như sau:

 
min

2 /

e
stable mesh

h
t c t c

  

 
    
  

  (7) 

Trong đó, c  là hệ số an toàn ( 1.0c  ); 
eh  là 

kích thước của phần tử;  ,  là các hệ số Lame.

Đại lượng  2 /   là tốc độ của sóng 

biến dạng với trạng thái ứng suất phẳng. 

Ngoài ra, khi giải phương trình trên để tìm gia 

tốc 1na  tại thời điểm 1nt  cần phải nghịch đảo 

ma trận khối lượng M. Việc này đòi hỏi tốn 

nhiều thời gian tính toán. Vì vậy ma trận khối 

lượng M được chuyển thành ma trận đường chéo 

bằng phương pháp cộng theo hàng [3]. Cụ thể 

như sau: 

aa ab

b

M M và 0 khi abM a b 

2.2. Quan hệ ứng suất - biến dạng - chuyển vị 

Định luật Hooke thể hiện quan hệ giữa ứng 

suất và biến dạng của vật liệu trong suốt quá 

trình chịu tải (có kể đến quá trình phá hủy) để 

tính như sau [13]:  

(1 ) :d σ C ε

Trong đó: 

:ε tensor biến dạng; 

d là đại lượng vô hướng thể hiện trạng thái 

của vật liệu. Đại lượng này nhận giá trị trong 

khoảng 0÷1, thể hiện sự suy yếu của vật liệu do 

ảnh hưởng của hư hại. Cụ thể như sau, d = 0 

tương ứng với trạng thái vật liệu hoàn toàn bình 

thường, không có hư hại và d = 1 tương ứng 

trạng thái vật liệu bị hư hại hoàn toàn. 

Biến dạng được xác định từ chuyển vị như 

sau:  

1
( )

2

ji
ij

j i

uu

x x



 

 
 (8) 

2.3. Hàm tăng trưởng hư hại d 

Quy luật tăng trưởng của biến hư hại d được 

biểu diễn bởi quy luật hàm mũ sau [12]: 

0

0

( )0
0

0

( )
1 1

k k

khi k k

d k k
e khi k k

k

   




 
      

 (9) 

Trong đó: 

k : biến lịch sử của biến dạng, được tính bằng 

giá trị lớn nhất của biến dạng tương đương eq

trong suốt quá trình biến dạng; 

 ˆ ˆ0; , 0, ;eqk k max( (t))  t t  

k0 là ngưỡng biến dạng phá hủy của vật liệu; 

0
tfk

E
 với ft và E lần lượt là cường độ chịu 

kéo và mô đun đàn hồi của vật liệu. 

 và  là các tham số kiểm soát hình dáng của

đường cong ( )d k . α thể hiện cường độ dư của 

vật liệu sau khi bị phá hoại. Ở đây, α được lấy 

bằng 1, nghĩa là vật liệu hoàn toàn không còn 

cường độ dư. β là tham số đóng vai trò quan 

trọng trong nghiên cứu này, chủ yếu để kiếm soát 

độ dốc của đường suy yếu của vật liệu. β được 

xác định từ các tính chất của vật liệu và chiều dài 

đặc trưng của phần tử. 

0 e

f

Ek h

G
  (10) 

Trong đó: 

he: chiều dài đặc trưng của phần tử, được xác 

định tùy thuộc vào dạng phần tử sử dụng để phân 

tích bài toán. Trong trường hợp phần tử tứ giác

e eh A ; 

Gf: năng lượng phá hủy của vật liệu; 
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2.4. Biến dạng tương đương eq

Giá trị biến dạng tương đương eq cho phép

liên hệ tensor biến dạng với một đại lượng một 

chiều, nói cách khác là sự “tương đương” giữa 

trạng thái chịu tải ba trục với trạng thái chịu tải 

đơn trục. Hiện nay, nhiều mô hình biến dạng 

tương đương đã được đề xuất bởi các tác giả 

khác nhau, ví dụ biến dạng tương đương von 

Mises, biến dạng tương đương theo quy tắc song 

năng lượng (bi-energy norm), biến dạng tương 

đương theo quy tắc song năng lượng cải tiến... 

Trong nghiên cứu này, biến dạng tương đương 

theo công thức smoothh Rankine [13] được sử 

dụng. 

3
2

1

1
( ) ( )eq I

IE
 



 ε ε (11) 

Trong đó: 

I với 1,2,3I   là các ứng suất chính, thu

được bằng cách tìm giá trị riêng của tensor ứng 

suất hữu hiệu (không xét đến hư hại); 

 : ;σ C ε (12) 

2

  
  là dấu ngoặc Macauley.

3. Kết quả số

Thực nghiệm phá hủy của một tấm bê tông

dạng chữ U chịu tải trọng động ở các tốc độ gia 

tải khác nhau đã được thực hiện bởi Ožbolt và 

các cộng sự [9]. Ảnh hưởng của tốc độ biến dạng 

và của quán tính đến dạng phá hủy và hình thái 

vết nứt đã được nghiên cứu. Ožbolt và các cộng 

sự đã chỉ ra rằng, khi tốc độ gia tải tăng lên, sự 

phá hủy của tấm bê tông sẽ chuyển từ dạng 

I sang dạng phức hợp [9]. Mười hai trường hợp 

tốc độ gia tải đã được thực hiện, từ 0.045 m/s đến 

4.298 m/s. Trong nghiên cứu này, chúng tôi chỉ 

lấy bốn trường hợp vận tốc để khảo sát mô hình 

phá hủy được đề xuất, bao gồm Case 1 = 0.304 

m/s; Case 2 =1.375m/s; Case 3 = 3.318 m/s; 

Case 4 = 3.993 m/s.  

Hình 1. Sơ đồ hình học, điều kiện biên của tấm bê tông dạng chữ U chịu tác dụng của tải trọng động 

(trái, đơn vị sử dụng: mm). Lưới phần tử hữu hạn Q4 sử dụng trong tính toán số (phải). 

Thông số hình học và các điều kiện biên cho 

sơ đồ tính được thể hiện trên Hình 1 (trái). Trong 

đó, biên trái của khía áp điều kiện biên (đường 

màu xanh) được cố định theo phương x1 trong 

khi biên phải của khía áp điều kiện biên (đường 

màu đỏ) chịu một vận tốc theo phương x1 (từ trái 

sang phải).   

Vì dữ liệu về tải trọng tác động sử dụng trong 

thí nghiệm không được đưa ra trong bài báo gốc 

[9], nên trong nghiên cứu này, vận tốc tác động 

được giả thiết theo mô hình như sau [2]: 

Chiều dày: 25
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0 0

0

0 0

 

 

t
v khi t t

tv

v khi t t




 
 

 (13) 

Với 0 200 t s và 0 0.304, 1.375, 3.318v 

và 3.993 m/s  lần lượt cho các trường hợp Case 

1, Case 2, Case 3 và Case 4. 

Các thông số của vật liệu bê tông thí nghiệm 

được lấy từ nghiên cứu [2] như sau: Mô đun đàn 

hồi Young’s 36 GPa,E   hệ số Poisson

0.18,  khối lượng riêng
32400 kg/m , 

năng lượng phá hủy 265 J/m ,fG  cường độ 

chịu nén 53 MPa,cf  cường độ chịu kéo 

3.8 MPa,tf   tỷ số cường độ chịu nén và chịu 

kéo 13.95k  , chiều dày tấm 25 mmt  . 

Một lưới phần tử hữu hạn gồm 5214 phần tử 

với kích thước phần tử trung bình 

er 3 mmav ageh  được sử dụng cho mô hình tính 

toán. Tổng thời gian tính toán là 1000 μs cho 

Case 1 và 500 μs cho các trường hợp còn lại 

(Case 2, 3 và 4). Bước thời gian tính toán được 

tính như trình bày ở phần 2.1, được giữ cố định 

và bằng 0.3335 μs. 

Kết quả phân tích sự phát triển của vùng phá 

hủy (thể hiện bởi giá trị đại lượng hư hại d) trong 

bốn trường hợp tải trọng Case 1, Case 2, Case 3 

và Case 4 được thể hiện ở Hình 2 (phía dưới). 

Kết quả thực nghiệm của các trường hợp tải 

trọng này (Hình 2 phía trên) được lấy từ tài liệu 

[9] nhằm so sánh, đánh giá độ chính xác của mô

hình số.

Hình 2. So sánh hình dạng vết nứt giữa kết quả tính toán số và kết quả thực nghiệm [9] 

(Màu xanh nước biển và màu đỏ thể hiện vật liệu còn nguyên vẹn và hoàn toàn phá hủy) 

Có thể thấy rằng mô hình có khả năng dự 

đoán vị trí hình thành và hướng phát triển vết nứt 

trong cả bốn trường hợp tải trọng. Sự phát triển 

vết nứt phụ thuộc rất nhiều vào vận tốc tải trọng 

tác động. Ở vận tốc thấp (Case 1), vết nứt phát 

triển theo hướng vuông góc với đường tác dụng 

của tải trọng. Khi tăng tốc độ tác động, vết nứt 

có xu hướng dịch chuyển về phía bên phải của 

mẫu thí nghiệm, theo chiều tác động của tải 

trọng. Với tốc độ tác động lớn, vết nứt chẻ ra làm 

hai nhánh. 

Như vậy, mô hình phát triển cho phép dự 

đoán khá chính xác vị trí hình thành và hướng 

phát triển vết nứt của tấm vật liệu bê tông chịu 

tác dụng của tải trọng động ở các vận tốc khác 

nhau.  

Case 1 (v0 = 0.304 m/s) Case 2 (v0 = 1.375 m/s) Case 3 (v0 = 3.318 m/s) Case 4 (v0 = 3.993 m/s)
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Bên cạnh đó, bằng phương pháp sai phân 

trung tâm - tính tích phân theo thời gian tường 

minh, mô hình phát triển hiện tại có ưu điểm về 

thời gian tính toán so với mô hình sử dụng tích 

phân ẩn như trong [12].  

4. Kết luận

Trong nghiên cứu này, một mô hình phá hủy 
cục bộ hiệu quả cho việc dự báo vết nứt trong vật 

liệu tựa giòn chịu tác dụng của tải trọng động đã 

được đề xuất. Mô hình phá hủy cục bộ hiện tại 

sử dụng biến dạng tương đương theo smooth 

Rankine kết hợp với kỹ thuật chính quy hóa theo 

năng lượng để tính toán phá hủy động cho vật 

liệu tựa giòn. Ưu điểm của mô hình phá hủy cục 

bộ này là sự ít phụ thuộc của kết quả tính toán 

vào mật độ lưới chia và chi phí tính toán thấp. 

Ngoài ra, phương pháp sai phân trung tâm và 

chéo hóa ma trận khối lượng cũng cho phép giảm 

đáng kể thời gian tính toán so với phương pháp 

tích phân thời gian ẩn. Những điều này có ý 

nghĩa quan trọng cho khả năng mở rộng ứng 

dụng mô hình vào các bài toán 3 chiều phức tạp 

hơn trong tương lai. Kết quả tính toán hiện tại 

cho thấy, mô hình đề xuất có thể dự đoán một 

cách hợp lý hướng phát triển và vị trí của vết nứt 

động khi so sánh với kết quả thực nghiệm.  
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