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Tóm tắt
Chúng tôi nghiên cứu sự không tồn tại nghiệm dương của bất phương trình elliptic suy biến −Gαu ≥ up trong không gian
RN1 × RN2 với

−∞ < p ≤
Nα

Nα − 2
.

Ở đây Nα = N1 + (1 + α)N2 là số chiều thuần nhất của RN tương ứng với toán tử Grushin Gα.

Từ khóa: định lí kiểu Liouville; toán tử Grushin; nghiệm trên.

Abstract
We study the nonexistence of positive solutions to the degenerate elliptic inequality −Gαu ≥ up in RN1 × RN2 provided

−∞ < p ≤
Nα

Nα − 2
.

Here Nα = N1 + (1 + α)N2 is the homogeneous dimension of RN associated to the Grushin operator Gα.

Keywords: Liouville-type theorem; Grushin operator; supersolutions.

1. Phát biểu bài toán

Trong bài báo này chúng tôi nghiên cứu bất phương trình:

−Gαu ≥ up, (x, y) ∈ RN1 × RN2 , (1)

trong đó Gαu = ∆xu + |x|2α∆yu là toán tử Grushin, ∆x và ∆y là các toán tử Laplace tương ứng với
x ∈ RN1 và y ∈ RN2 . Chúng tôi luôn giả thiết rằng α ≥ 0 và p là một số thực.
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Khi α = 0, Gα trở thành toán tử Laplace. Khi α > 0, Gα là toán tử elliptic khi |x| , 0 và là toán tử
suy biến trên tập {0} × RN2 . Toán tử này đã được đưa ra trong [7, 2] và đã thu hút sự chú ý của nhiều
nhà toán học. Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu sự không tồn tại của nghiệm dương cổ điển
trong không gian RN1 × RN2 . Chúng tôi tổng kết một số kết quả gần đây về định lí kiểu Liouville cho
bài toán (1).

Trường hợp α = 0 đã được giải quyết hoàn thiện trong [1, Định lí 2.1], ở đó điều kiện tối ưu về số
mũ p cho sự không tồn tại nghiệm dương là −∞ < p ≤ N

N−2 (p ∈ R nếu N ≤ 2). Hơn nữa, khi α = 0
và p > N

N−2 , bất phương trình (1) có nghiệm dương

u(x, y) = k(1 + |x|2 + |y|2)−1/(p−1). (2)

Khi α > 0, D’Ambrosio và Lucente [5, Định lí 3.2] sử dụng phương pháp hàm thử để thiết lập định lí
kiểu Liouville cho bài toán (1) với điều kiện 1 < p ≤ Nα

Nα−2 , ở đó

Nα := N1 + (1 + α)N2

là số chiều thuần nhất tương ứng với toán tử Gα. Định lí kiểu Liouville cho p ≤ 1 vẫn chưa được
chứng minh. Trong bài báo này, chúng tôi đưa ra một cách tiếp cận mới để chứng minh định lí kiểu
Liouville khi p ≤ 1. Kết quả chính của chúng tôi là:

Định lí 1. Giả sử −∞ < p ≤ Nα

Nα−2 . Khi đó bài toán (1) không có nghiệm dương cổ điển.

Không giống như trường hợp p > 1 khi mà các chứng minh sử dụng phương pháp hàm thử, trường
hợp p ≤ 1 phức tạp hơn nhiều. Bất đẳng thức Hölder – một công cụ chính của phương pháp hàm thử
– sẽ không thể được áp dụng khi p ≤ 1. Bên cạnh đó, phương pháp sử dụng phương trình vi phân của
Serrin-Zou [9] hoặc nguyên lí cực đại Armstrong-Sirakov [1] dường như không thể áp dụng được bởi
vì tính suy biến của toán tử Grushin. Chúng ta sẽ không có hàm cầu cổ điển như ở trong [9] và điều
này gây ra rất nhiều khó khăn trong chứng minh định lí kiểu Liouville. Để vượt qua được các khó
khăn trên, chúng tôi sử dụng khoảng cách Grushin và công thức trung bình cầu đặc trưng cho toán tử
Grushin như ở trong Garofalo-Lanconelli [6].

Tính tối ưu của điều kiện p trong Định lí 1 vẫn chưa được giải quyết, tức là câu hỏi về sự tồn tại
nghiệm dương của bài toán (1) khi p > Nα

Nα−2 vẫn còn để ngỏ. Cho đến nay, chỉ trường hợp đặc biệt
α = 0 là được giải quyết hoàn toàn, khi mà nghiệm dương tồn tại có dạng (2) với p > N

N−2 . Khi α = 1,
nghiệm dương tồn tại trong trường hợp p ≥ Nα+2

Nα−2 dưới dạng

u(x, y) = k
(
(1 + |x|2)2 + 4|y|2

)−1/(p−1)
,

xem [5, Nhận xét 3.2 ] (xem thêm [10]).

2. Chứng minh kết quả chính

Kí hiệu z = (x, y) là một điểm trong RN = RN1 × RN2 , ∇ = (∇x,∇y) và ∇G = (∇x, |x|α∇y). Chuẩn
của z được xác định bởi

‖z‖G =
(
|x|2(1+α) + (1 + α)|y|2

) 1
2(1+α)

.

Hàm
Γ(z, z0) = ‖z − z0‖

2−Nα

G (3)

là nghiệm cơ bản của Gα với kì dị tại z0, xem [6].
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Hình cầu mở và mặt cầu bán kính r với tâm z0 được xác định như sau:

B(z0, r) = {z ∈ RN; ‖z − z0‖G < r}

và
∂B(z0, r) = {z ∈ RN; ‖z − z0‖G = r}.

Trong trường hợp z0 = 0, ta viết Br và ∂Br. Hàm trọng

W(z) :=
|x|2α

‖z‖2αG

= |∇G(‖z‖G)|2 (4)

thỏa mãn
0 ≤ W(z) ≤ 1 và W(0, y) = 0,W(x, 0) = 1.

Với hàm trọng W như trên, ta đặt

|Br| =

ˆ
Br

W(z)dz.

Bằng cách sử dụng hệ tọa độ cực như ở [4, 11], tồn tại hằng số CN,α > 0 phụ thuộc vào Nα và α sao
cho

|Br| = CN,αrNα . (5)

Công thức đồng khu ([6, Công thức 2.4]) cho thấy rằng

|Br| =

ˆ
Br

W(z)dz =

ˆ r

0
ds
ˆ
∂Bs

W(z)
|∇(‖z‖G)|

dHN−1,

trong đó dHN−1 là độ đo Hausdorff (N − 1) chiều trong RN . Do đó ta có

|∂Br| :=
d
dr
|Br| =

ˆ
∂Br

W(z)
|∇(‖z‖G)|

dHN−1 = CN,αNαrNα−1.

Công thức này kết hợp với các kết quả của Garofalo và Lanconelli [6] cho phép ta định nghĩa trung
bình cầu của hàm V ∈ C(R) bởi

V(r) =
1
|∂Br|

ˆ
∂Br

V(z)
W(z)
|∇(‖z‖G)|

dHN−1, với r > 0. (6)

Ta có bổ đề sau (xem [6]).

Mệnh đề 2.1. Giả sử V ∈ C2(RN). Khi đó với mọi r > 0 ta có

rNα−1V
′
(r) =

1
CN,αNα

ˆ
Br

GαV(z)dz. (7)

Sau đây ta sẽ chứng minh Định lí 1.
Chứng minh Định lí 1. Kí hiệu C là hằng số dương không phụ thuộc r. Dựa vào các kết quả trong

[3], ta chỉ cần chứng minh Định lí 1 cho p ≤ 1.
Ta chứng minh bằng phản chứng. Giả sử u là nghiệm không âm không tầm thường của (1). Bằng

cách dịch chuyển gốc tọa độ, ta có thể giả sử u(0) > 0.
Trường hợp 1: p = 1.
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Bất đẳng thức (1) và W ≤ 1 dẫn đến

−

ˆ
Br

Gαudz ≥
ˆ
Br

udz ≥
ˆ
Br

uWdz

= CN,αNα

ˆ r

0
u(s)sNα−1ds (8)

Kết hợp với tính chất không tăng của u và Mệnh đề 2.1 ta có

−NαrNα−1u′(r) ≥ u(r)rNα , (9)

do đó
u′(r) ≤ −

r
Nα

u(r). (10)

Áp dụng bất đẳng thức Gronwall, ta có

u(r) ≤ u(0)e−
r2

2Nα , với mọi r > 0. (11)

Mặt khác, sử dụng nguyên lí cực đại (xem [8]) và lí luận trong [9, Bổ đề 2.1], ta thu được

u(z) ≥ CΓ(z, 0) = C‖z‖2−Nα

G với ‖z‖G ≥ 1. (12)

Ta suy ra
u(r) ≥ Cr2−Nα . (13)

Từ (11) và (13), ta có
Cr2−Nα ≤ u(0)e−

r2
2Nα .

Điều này dẫn đến mâu thuẫn khi r → +∞.
Trường hợp 2: 0 ≤ p < 1.
Đặt u = vσ với σ = 1

1−p ≥ 1. Ta có

vσp ≤ −Gαu = −σGαvvσ−1 − σ(σ − 1)|∇Gv|2vσ−2

≤ −σGαvvσp

Do đó,
1
σ
≤ −Gαv. (14)

Chọn φ ∈ C∞c (RN) sao cho

suppφ ⊂ B1 ∩ {z = (x, y); |y| > |x|1+α} và
ˆ
B1

φ(z)dz > 0.

Ta dễ thấy rằng W(z) > const > 0 trên tập {z = (x, y); |y| ≥ |x|1+α}. Nhân (14) với φr(z) := φ( x
r ,

y
r1+α ) và

lấy tích phân trên Br, ta có ˆ
Br

φr(z)dz ≤ −σ
ˆ
Br

Gαvφr(z)dz

≤
σ

r2(1+α)

ˆ
Br

v|Gαφr(z)|dz

≤
C
r2

ˆ
Br

vWdz, (15)
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 trong đó ở bất đẳng thức cuối cùng, ta sử dụng W(z) > const > 0 trên tập giá của φr.
Từ
´
B1
φ(z)dz > 0, ta có ˆ

Br

φr(z)dz = rNα

ˆ
B1

φ(z)dz ≥ CrNα . (16)

Hơn nữa, do v không tăng nên ˆ
Br

vWdz =

ˆ r

0
v(s)sNα−1ds ≤

v(0)
Nα

rNα . (17)

Từ (15),(16) và (17) ta suy ra

0 < C ≤
1
r2 .

Cho r tiến ra vô cực ta có điều mâu thuẫn.
Trường hợp 3: p < 0. Giả sử u là nghiệm dương của (1). Đặt v = up, khi đó (1) trở thành

−Gαu ≥ v.

Trước hết ta chứng minh Gαv ≥ 0 để cùng với Mệnh đề 2.1 dẫn đến v không giảm. Thật vậy, bằng tính
toán trực tiếp ta có

Gαv = Gα(up) = p(Gαu)up−1 + p(p − 1)|∇Gu|2up−2.

Cho nên Gαv là tổng của 2 số hạng không âm vì pGαu ≥ (−p)v ≥ 0. Nhắc lại rằng p < 0.
Sử dụng tính không giảm của v và lí luận như ở (8), (11) và (13), ta có

u′(r) ≤ −
v(0)
Nα

r.

Do đó, với mọi r > 0,

u(r) ≤ u(0) −
v(0)
2Nα

r2.

Điều này mâu thuẫn với u > 0. Định lí được chứng minh.
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